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AVERTISSEMENT 


DE LA PREMIÈRE ÉDITION (1857). 


Vers la fin de sa trop courte carrière, M. Sturm, 
cédant aux instances de ses nombreux amis, s'était 
décidé à publier ses Cours d'Analyse et de Méca- 
nique. Mais comme l’état de sa santé ne lui permet- * 
tait pas de se livrer aux soins multipliés qu'exige 
l'impression d’un livre de science, surtout dans une 
première édition, il avait bien voulu accepter mes 
bons offices pour la révision du texte et la correc- 
tion des épreuves. Élève de M. Sturm, honoré en 
toutes circonstances de ses précieux conseils et de 
son bienveillant appui, j'avais saisi avec empresse- 
ment cette occasion de lui témoigner ma reconnais- 
sance, lorsque sa mort vint interrompre l’entreprise 
à peine.commencée, et me laissa seul chargé d’un 
travail que j'aurais été si heureux d'accomplir sous 
sa direction. 

Je dois maintenant à la mémoire de M. Sturm 
d'entrer dans quelques détails sur la maniere dont 
j'ai compris l'exécution de ses dernières volontés. 

Le Cours d'Analyse, pour ne parler que de lou- 
vrage dont je publie aujourd’hui le premier volume, 
est la reproduction des Lecons faites par l’auteur à 
l’École Polytechnique, et rédigées en premier lieu 
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par quelques élèves de cette École. Ces rédactions 
rendaient assez fidèlement, dans leur ensemble, la` 
pensée de M. Sturm, et je les ai reproduites en grande 

“partie; mais, par suite de la rapidité avec laquelle 
elles avaient'été composées, il s’y était glissé de nom- 
breuses fautes de calcul ou de langage, qu'il ma fallu 
faire disparaitre. A cet effet,,je me suis servi des 
cahiers de M. Sturm, dans lesquels j'ai trouvé un 
programme trés-détaillé de son Cours, et quelque- 
fois des théories entièrement rédigées par lui; j'ai 
profité en outre des corrections ou additions qu'il 
avait indiquées en marge de quelques exemplaires 
des feuilles lithographiées. Enfin, conformément à 

. l'intention clairement manifestée par M. Sturm, j'ai 
supprimé de nombreuses répétitions indispensables 
dans un cours oral, mais inutiles dans un livre où 
elles peuvent être suppléées par des renvois. J'aurai 
atteint le but de ce modeste travail, si l’on retrouve 
dans le texte que je publie les qualités qui avaient 
fait une place si remarquable à M. Sturm parmi les 
professeurs. 


E. PROUHET. 
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AVERTISSEMENT 


DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 


Le texte de cette nouvelle édition a été soigneu- 
sement revu et amélioré dans une multitude d’en- 
droits par une comparaisou attentive avec les ma- 
puscrits de l’auteur et les divers tirages des feuilles 
autographiées. A part les notions sur la méthode 
infinitésimale, reportées de la quinzième leçon à la 
première, l’ordre des matières est resté le même. 
Chaque leçon est suivie d’un certain nombre d’exer- 
cices tirés des papiers de Sturm (note I de l'ancienne 
édition), ou empruntées à l’excellent ouvrage de 
M. Frenet (*). Enfin quelques notes nouvelles, des- 
tinées à compléter certaines parties du Cours, seront 
ajoutées à la fin du second volume. Nous espérons 
que sous sa forme actuelle l’ouvrage de Sturm conti- 
nuera d’être, comme l’a dit M. Brassinne, « un guide 
excellent pour tous ceux qui voudront être initiés le 
mieux et le plus vite possible à la connaissance de 
l'analyse infinitésimale (*). » 

E. P. 


(*) Recueil d Exercices sur l'Analyse infinitésimale, par M. Frenet, pro- 
fesseur à la Faculté des Sciences de Lyon, 1856, in-8°; librairie Mallet- 
Bachelier. 


[>r 


) Bulletin mathématique de Terquem, t. IH (1857), p. 61. | 
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SUR ~ 


LA VIE ET LES TRAVAUX 


DE M. Cu. STURM. 


CuarLes Srurm naquit à Genève, alors chef-lieu du dé- 
partement du Léman, le 6 vendémiaire an XII (29 sep- 
tembre 1803). Sa famille, qui appartenait à la religion 
protestante, était originaire de Strasbourg et avait quitté 
cette ville vers 1760. Elle comptait probablement parmi 
ses ancêtres deux, hommes célèbres au xv1° siècle, Jacques 
Sturm, président (stadt-meiïster) àe ia république de 
Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette ville 
contre Charles-Quint, et Jean Sturm, humaniste, diplo- 
mate, théologien, dont le nom se trouve mêlé à toutes 
les querelles littéraires, politiques et religieuses de son 
époque. . 

Le jeune Sturm montra de bonne heure des disposi- 
tions extraordinaires, et il obtint au collége de nombreux 
succès dans toutes les parties de ses études. Il apprit avec 
une égale facilité les langues anciennes et modernes, la 
littérature, l’histoire. On nous a même rapporté. qu'à 
douze ans il composait des vers qui décelaient beaucoup 
d'imagination et de sensibilité. Mais à mesure qu’il avan- 
çait en âge, il donnait une préférence de plus en plus 
marquée aux études scientifiques. 
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M. Sturm quitta le collége en 1818 pour suivre les 
cours plus savants de l'Académie de Genève. Il y eut pour 
professeurs MM. J.-J. Schaub, le colonel (depuis géné- 
ral) Dufour et Simon Lhuilier. Ce dernier, géomètre 
éminent, avait pour son élève une vive affection et se plai- 
sait à lui prédire un brillant avenir. Il eut le bonheur de 
vivre assez longtemps pour voir ses prédictions se réaliser. 

En 1819, un grand malheur vint frapper M. Sturm et 
le mettre aux prises avec les nécessités de la vie. Son père 
mourut dans la force de l'âge, ne laissant aucune fortune 
à sa veuve et à quatre enfants, dont Charles était l’aîné. 
Pour venir au secours de sa mère qu’il aimait tendre- 
ment, M. Sturm, quoique bien jeune, se livra à Pen- 
seignement et commença par donner des leçons particu- 
lières. En 1823, il entra comme précepteur dans la fa- 
mille de Broglie, où il fut chargé de l'éducation du frère 
de madame de Broglie, fils de la célèbre madame de Staël. 
Il demeura quinze mois dans cette respectable famille, 
dont il eut beaucoup à se louer. 

M. Sturm accompagna son élève à Paris, vers la fu de 
1823. En route, il lia connaissance avec un bibliothécaire 
de Dijon qui conduisait son fils à l'École Polytechnique. 
Ces messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de 
Gergonne, où M. Sturm avait déjà inséré quelques bons 
PR Quand ils apprirent le nom de leur compagnon 
de voyage, ils lui firent beaucoup de compliments et de 
politesses. A vingt ans, de pareïllesrencontres, premières 
joies d’une célébrité naissante, ont un charme tout par- 
ticulier qui les fait compter parmi les plus grands bon- 
heurs de la wie, 

M. Sturm aimait à se rappeler cette époque. Il était 
alors pauvre et presque inconnu. Mais il avait la con- 
science de sa force, et son existence modeste était em- 
bellie par l'espérance, ce bien souvent préférable au but 
le plus ardemment poursuivi. « Je suis actuellement, 
écrivait-il à sa mère, en relation avec des hommes très- 
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savants et très-distingués. Il faut tåcher de m'élever à peu 
près à leur niveau, » 

Ce premier séjour à Paris fut de courte durée. 
M. Sturm y revint un an après avec son ami d'enfance, 
M. Daniel Colladon, aujourd’hui professeur à l’Académie 
de Genève et physicien distingué. De 1825 à 1829, les 
deux amis vécurent ensemble, mettant en commun leurs 
travaux, leurs espérances, leurs joies et leurs peines. Le 
11 juin 1827, une haute distinction venait récompenser 
leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathé- 
matiques proposé par l'Académie pour le meilleur Mé- 
moire sur la compression des liquides. 

M. Sturm était venu à Paris avec une lettre de recom- 
mandation de M. Lhuilier pour M. Gerono. L'éminent 
professeur accueillit le jeune mathématicien avec une 
cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une profonde 
reconnaissance, et Jui procura des relations utiles. 
MM. Arago, Ampère et Fourier suivaient avec intérêt 
les travaux de M. Sturm et de son ami. Je n’ai pas be- 
soin de dire que les jeunes savants étaient obligés d’a- 
bandonner parfois la baute théorie pour des occupations 
moins relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la 
prévoyante amitié embrassait tous les détails, ne laissait 
échapper aucune occasion de leur envoyer des élèves. 

A cette époque, M. Fourier réunissait autour de lui 
quelques jeunes géomètres, dont la réputation commen- 
“çait à se faire jour et qui ont tenu depuis ce qu'ils pro- 
mettaient alors. L’illustre savant les initiait à ses tra- 
vaux de prédilection et les entrainait dans la route où il 
avait fait de si importantes découvertes. Ma Sturm subit 
l'heureuse influence de ce maître vénéré, dont il ne 
parlait jamais qu'avec émotion. Il dirigea ses recherches 
vers la théorie de la chaleur et l'analyse algébrique. C'est 
en étudiant les propriétés de certaines équations difléren- 
tielles qui se présentent dans un grand nombre de ques- 
tions de physique mathématique, qu'il trouva son célèbre 
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théorème. Cette découverte, publiée en 1829, fit sensa- 
tion et plaça son auteur au rang des premiers géomètres. 

M. Sturm accueillit avec joie la révolution de Juillet 
dans laquelle il crut voir l'avénement définitif d'une sage 
liberté. Cette révolution lui fut du moins favorable en 
lui permettant d'entrer dans l'Instruction publique, dont 
sa qualité de protestant l'avait éloigné pendant la Restau- 
ration. La haute protection de M. Arago le fit nommer, 
à Ja fin de 1830, professeur de Mathématiques spéciales 
au collége Rollin. 

C’est de cette époque que date son amitié avec M. Liou- 
ville, amitié qui a duré jusqu’à sa mort. 

Le 4 décembre 1834, l’Académie des Sciences l’honora 
du grand prix de Mathématiques, qui devait, aux termes 
du programme, être décerné à l’auteur de la découverte 
la plus importante publiée dans les trois dernières an- 
nées. Le Mémoire couronné, déposé au Secrétariat le 
30 septembrre 1833, était relatif à la théorie des équa- 
tions. 

En 1836, M. Sturm fut nommé Membre de l’Acadé- 
mie des Sciences, en remplacement de M. Ampère, par 
46 voix sur 52 votants. 

Entré à l'École Polytechnique en 1838, comme répé- 
titeur d'Analyse, M. Sturm devenait deux ans plus tard 
professeur à cette école. Dans la même année (1840), pré- 
senté en première ligne par le Conseil académique et par 
la Faculté des Sciences, il occupaità la Sorbonne la chaire 
de Mécanique laissée vacante par la mort de Poisson. 

M. Sturm était; en outre, oflicier de la Légion d'hon- 
neur (1847); membre de la Société Philomathique, des 
Académies de Berlin (1835) et de Saint-Pétersbourg (1836), 
de la Société Royale de Londres (1840). Cette dernière lui 
avait décerné la médaille de Copley pour ses travaux sur 
les équations. 

M. Sturm se montrait digne de tous ces honneurs par 
son zèle à remplir ses diverses fonctions. Doué d’une con- 
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stitution naturellement forte, il pouvait compter sur une 
longue carrière et de nouveaux succès. Malheureusement, 
vers 1851, sa santé subit une altération profonde par 
suite d’une trop forte application à des recherches diffi- 
ciles, et il fut obligé de se faire remplacer à la Sorbonne 
et à l'École Polytechnique. Il reprit ses cours à la fin de 
1852, mais il ne se rétablit jamais complétement. Malgré 
les soins de sa famille qui retardèrent, mais ne purent 
arrêter les progrès du mal, il succomba le 18 décem- 
bre 1855, à låge de cinquante et un ans. 

M. Sturm n'était pas seulement un homme de talent, 
c'était aussi un homme de cœur, bon pour sa famille, bon 
pour ses amis, dont le nombre était grand. « J'ai beaucoup 
d'amis, » disait-il avec un naïf orgueil, et cette parole, qui 
chez tout autre aurait passé pour une exagération, était ri- 
goureusement vraie. À ceux que j'ai déjà cités j'ajouterai, 
sans prétendre à une énumération complète, MM. Lejeune- 
Dirichlet, Ostrogradsky, Brassinne, Cassanac, Catalan. 
M. Faurie, d’abord élève, devenu ensuite l’ami intime de 
M. Sturm, mérite une mention spéciale pour le dévoue- 
ment dont il a fait preuve dans les circonstances les plus * 
pénibles. 

Dans sa prospérité, M. Sturm n’oubliait pas les jours 
difficiles et le généreux appui qu'il avait reçu de MM. Am- 
père, Fourier, Arago. Il se plaisait à venir en aide aux 
jeunes gens. qui débutaient dans la carrière des sciences 
et il savait les obliger avec une délicatesse admirable. 

M. Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu'il 
ne connaissait pas; mais quand sa timidité naturelle était 
vaincue, il révélait tout le charme d’un esprit fin et origi- 
nal. Il était passionné pour la musique des grands maîtres, 
et nous tenons de lui qu’à une époque où ses ressources 
étaient bien faibles, il s'imposait des privations afin de 
pouvoir entendre les chefs-d'œuvre de Rossini et de 
Meyerbeer. 

Comme professeur, M. Sturm se distinguait par la 


http://rcin.org.pl 


XIV NOTICE. 


clarté et la rigueur. On lui doit beaucoup de démonstra- 
tions ingénieuses qui, répandues par ses élèves, ont en- 
suite passé dans des livres dont les auteurs ont presque 
toujours oublié de le citer. Maïs il était riche, point avare 
et ne réclamait jamais. « En ai-je assez perdu, disait-il 
en riant, de ces petits objets! et combien peu m'ont été 
rapportés par d'honnêtes ouvriers! À la longue, cepen- 
dant, le total peut faire, comme on dit, une perte consé- 
quente. » 

Les qualités de M. Sturm étaient bien appréciées par la 
jeunesse intelligente qui suivait ses leçons. « On admirait, 
dit l’un de ses élèves (*) (et j'ajouterai : l’on aimait), cet 
homme supérieur s'étudiant à s’eflacer, pénétrant dans 
l'amphithéätre avec une timidité excessive, osant à peine 
regarder son auditoire. Aussi le plus religieux silence ré- 
gnait-il pendant ses leçons, et on pouvait dire de lui 
comme d'Andrieux, qu'il se faisait entendre à force de se 
faire écouter, tant est grande l’influence du génie! » 

Enfin, pour achever de faire connaître l’homme émi- 
nent que nous venons de perdre, nous citerons encore les 
` paroles touchantes prononcées sur sa tombe par M. Liou- 
ville, le jeudi 20 décembre 1855. 


« Messreurs, 


» Le géomètre supérieur, l’homme excellent dont nous 
accompagnons les restes mortels, a été pour moi, pen- 
dant ini ans, un ami dévoué; WE la Boni 
mème de cette amitié comme par les traits d’un caractère 
naïf uni à tant de profondeur, il me rappelait le maître 
vénéré qui _a guidé mes premiers pas dans la carrière des 
mathématiques, l'illustre Ampère. 

» M. Sturm était à mes yeux un second Ampère : can- 
dide comme lui, insouciant comme lui de la fortune et des 


+ 


(*) M. Regray-Belmy, ancien élève de l'École Polytechnique. Voir le 
Siècle du 30 décembre 1855. 
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vanités du monde; tous deux joignant à l'esprit d’inven- 
tion une instruction encyclopédique; négligés ou même 
dédaignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais 
exerçant une haute influence sur la jeunesse des écoles, 
que le génie frappe; possédant enfin, sans l'avoir désiré, 
sans le savoir peut-être, une immense popularité. 

» Prenez au hasard un des candidats à notre École Po- 
lytechnique, et demandez-lui ce que c’est que le théorème 
de M. Sturm : vous verrez s'il répondra! La question 
pourtant n'a jamais été exigée par aucun programme : 
elle est entrée d'elle-même dans l’enseignement, elle s’est 
imposée comme autrefois la théorie des couples. 

» Par cette découverte capitale, M. Sturm a tout à la 
fois simplifié et perfectionné, en lesenrichissant de résul- 
tats nouveaux, les éléments d'Algèbre. 

» Ce magnifique travail a surgi comme un corollaire 
d'importantes recherches sur la Mécanique analytique et 
. sur la Mécanique céleste, que notre confrère a données, 
par extrait seulement, dans le Bulletin des Sciences de 
M. Férussac. 

» Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations 
différentielles et à différences partielles, propres aux 
grands problèmes de la Physique mathématique, ontété 
du moins publiés en entier grâce à mon insistance. « La 
» postérité impartiale les placera à côté des plus beaux 
» Mémoires de Lagrange » (Z) Voilà ce que j'ai dit et 
imprimé il y a vingt ans, et ce que je répète sans crain- 
dre qu'aujourd'hui personne vienne me reprocher d’être 
trop hardi. 

» M. Sturm a été le collaborateur deM: Colladon dans 
des expériences sur la compressibilité des liquides que 
l’Académie a honorées d’un de ses grands prix. 


(*) M. Liouville s'exprimait ainsi dans un Mémoire lu à l’Académie des 
Sciences le 14 décembre 1836, et cependant M. Sturm était son concurrent 
pour la place vacante par le décès d'Ampère. Un pareil fait, assez rare 
dans l'histoire des luttes académiques, porte avec Ini son éloge. 


http://rcin.org.pl 


XVI NOTICE. 


» Nous lui devons un travail curieux sur la vision, un 
Mémoire sur l’Optique, d'intéressantes recherches sur la 
Mécanique, et en particulier un théorème remarquable 
sur la variation que la force vive éprouve lors d'un chan- 
gement brusque dans les liaisons d’un système en mou- 
vement. Quelques articles sur des points de détail ornent 
nos recueils scientifiques. 

» Mais, bien qu'il y ait de quoi suffire à plus d’une ré- 
putation dans cet ensemble de découvertes solidement 
fondées et que le temps respectera, les amis de notre con- 
frère savent que M. Sturm est loin d’être là tout entier, 
même comme géomètre. Puissent les manuscrits si pré- 
cieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver 
intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle 
ne déparera pas les chefs-d'œuvre que nous avons tant 
admirés. 

» L'originalité dans les idées, et, je le répète, la soli- 
dité dans l'exécution, assurent à M. Sturm une place à 
part. Il a eu de plus le bonheur de rencontrer une de ces 
vérités destinées à traverser les siècles sans changer de 
forme, et en gardant le nom de l’inventeur, comme le 
cylindre et la sphère d’Archimède. 

» Et la mort est venue nous l'enlever dans la fleur de 
l’âge! Il est allé rejoindre Abel et Gallois, Güpel, Eisen- 
stein, Jacobi. 

» Ah! cher ami, ce n’est pas toi qu'il faut plaindre. 
Échappée aux angoisses de cette+vie terrestre, ton âme 
immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu, 
et ton nom vivra autant que la science. 

» Adieu, Sturm, adieu. » 
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BIBLIOGRAPHIQUE DES TRAVAUX DE M. STURM. 


: 


ANNALES DE MATHÉMATIQUES DE GERGONNE, 


1. Tome XIII (1822-23), page 289. — Extension du 


problème des courbes de poursuite. 
Solution d’une question proposée par le rédacteur. 


2. Ibid., p.314. — Déterminer en fonction des côtés 
d'un quadrilatère inscrit au cercle: 1° langle de deux 
côtés opposés ; 2° langle des diagonales. 


3. Tome XIV (1823-24), p. 13. — Étant donnés trois 
points et un plan, trouver dans ce plan un point tel, que 
la somme de ses distances aux trois points donnés soit 
un minimum. 

M. Sturm, sans résoudre le problème par des formules 
explicites, démontre, à l’aide de considérations emprun- 
tées à la Mécanique, plusieurs propriétés du point cher- 
ché. Il généralise ensuite le problème. 


4. Ibid., p. 17. — Démonstration analytique’de deux 
théorèmes sur la lemniscate. 

Démonstration de deux théorèmes énoncés par M. Tal- 
bot, concernant l’excès fini de l’asymptote d’une hyper- 
bole équilatère sur le quart de cette courbe. 


5. Ibid., p. 108. — Recherches analytiques sur une 
classe de problèmes de Géométrie dépendant de la théo- 
rie des maxima et des minima. 

Maximum et minimum d’une fonction des distances 
d’un point variable à d’autres points dont les uns sont 
fixes, les autres assujettis à se trouver sur des courbes ou 
sur des surfaces données. 

I. 2° édition. b 
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6. Ibid., p. 225. — Démonstration de deux théorèmes 
sur les transversales. h- À 


T. Ibid., p. 286. — Lieu des points desquels abaissant 
des perpendiculaires sur les côtés d’un triangle et jo 
gnant les pieds de ces perpendiculaires, on obtienne un 
triangle d'aire constante. 


8. Ibid., p. 302. — Recherches de la surface courbe 
de chacun des points de laquelle menant des droites à 
trois points fixes, ces droites déterminent sur un plan 

fixe les sommets d'un triangle dont l'aire est constante. 


9. Ibid., p.381. — Courbure d'un fil flexible et inex- 
tensible dont les extrémités sont fixes et dont tous Les 
points sont attirés et repoussés par un centre fixe, sui- 
vant une fonction déterminée de La distance. 


10. Ibid., p. 390.— La distance entre les centres des 
>P 
cercles inscrit et circonscrit à un triangle est moyenne 
proportionnelle entre le rayon du circonscrit et l’excès 
de ce rayon sur le diamiètre de l’inscrit. 
1} 


11. Tome XV (1824-25), p. 100. — Démonstration de 
quatre théorèmes sur hyperbole. 


12. Ibid., p. 205. — Recherches sur les caustiques. 

Cas où la ligne réfléchissante ou séparatrice de deux 
milieux est une circonférence. Propriétés des ovales de 
Descartes. 

Ce Mémoires est le seul morceau de Géométrie que nous 
ait laissé M. Sturm et montre ge qu'il aurait pu faire 
dans ce genre s’il l'avait cultivé. 

13. Ibid., p. 250. — Théorèmes sur les poly gones ré- 
guliers. 

Démonstration et généralisation d’un théorème de 


Lhuilier. 


44. Ibid., p. 309. — Recherches analytiques sur les 
polygones rectilignes plans ou gauches. 
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NOTICF. XIX 

15. Ibid., p. 238. — Recherches d'analyse sur les 
caustiques planes. 

Relations entre les longueurs des rayons incidents et 
réfractés correspondants, prises, l’une et l’autre, depuis 
le point d'incidence jusqu’à ceux où ces rayons touchent 
leurs caustiques respectives. Rectification des caustiques 
planes. 


16. Tome XVI (1825-26), p. 265. — Mémoire sur les 
lignes du second ordre. (Première partie.) 

Propriétés des coniques qui ont quatre points com- 
muns. Pôles et polaires. Théorèmes de Pascal et de Brian- 
chon. 


17. Tome XVII (1826-27), p.173. — Mémoire sur les 
lignes du second ordre. (Deuxième partie.) 

On y trouve les deux théorèmes suivants qui sont une 
généralisation de celui de Desargues : 

Quand deux coniques sont circonscrites à un quadri- 
latère, si l'on tire une transversale quelconque qui ren- 
contre cette courbe en quatre points et deux côtés op- 
posés du quadrilatère en deux autres points, ces six 
points sont en involution. 

Quand trois coniques sont circonscrites à un même 
quadrilatère, une transversale quelconque les rencontre 
en six points qui sont en involution. 


BULLETIN DES SCIENCES DE FÉRUSSAC. 


M, Sturm a rédigé en 1829 et 1830 la partie mathé- 
matique de ce Bulletin. 


18. Tome XI (1829), p. 419. — Analyse d'un Mé- 
moire sur la résolution des équations numériques. (Lu à 
l’Académie des Sciences le 13 mai 1829.) 

Ce Mémoire contient le célèbre théorème de M. Sturm. 


La démonstration en a paru pour la première fois dans 
l' Algèbre de MM. Choquet et Mayer (1"° édition, 1832). 
b. 
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xx NOTICE. 

M. Sturm a donné dans le mème ouvrage une démonstra- 
tion, plus simple que celle de M. Cauchy, du théorème 
que toute équation algébrique a une racine. 

Voici comment M. Sturm parle de ses obligations en- 
vers M. Fourier : « L'ouvrage qui doit renfermer l'en- 
semble de ses travaux sur l'analyse algébrique n’a pas 
encore été publié. Une partie du manuscrit qui contient 
ces précieuses recherches a été communiquée à quelques 
personnes. M. Fourier a bien voulu m'en accorder la 
lecture, et j'ai pu l’étudier à loisir. Je déclare donc que 
j'ai eu pleine connaissance de ceux des travaux inédits de 
M. Fourier qui se rapportent à la résolution des équa- 
tions, et je saisis celte occasion de lui témoigper la recon- 
naissance dont ses bontés m'ont pénétré. C’est en map- 
puyant sur les principes qu'il a posés et en imitant ses 
démonstrations que j'ai trouvé les nouveaux théorèmes 
que je vais énoncer. » 


19. Ibid., p. 422. — Extrait dun Mémoire présenté 
à l’Académie des Sciences (1™ juin 1829). 

Extension du théorème de Fourier et de celui de Des- 
cartes aux équations de la forme 


Az + Bf +...—0, 


dans lesquelles a, (5, 7,... sont des nombres réels quel- 
conques. 

A la fin de cet extrait, M. Sturm énonce quelques théo- 
rèmes relatifs au mouvement de la chaleur dans une 
sphère ou dans une barre. Ils devaient faire partie d'un 
Mémoire qui paraît mayoir jamais été rédigé. M. Liou- 
ville les a démontrés très-simplement dans son Cours du 
Collége de Frańce (2° semestre 1856). Ce Cours, consa- 
cré à l'analyse des travaux de M. Sturm, nous a été très- 
utile pour la composition de cette Notice. 


20. Ibid., p. 253. — Note présentée à l'Académie 
(8 uin 1829). 
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NOTICE. XXI 
Réalité des racines de certaines équations transcen- 
dantes. Sur les coeflicients des séries qui représentent 
une, fonction arbitraire entre des limites données. 
Cette Note a été refondue dans d'autres travaux de 
l’auteur. 


21. Tome XII (1829), p. 314. — Extrait d'un Mé- 
moire sur l'intégration d'un système d'équations diffe- 
rentielles linéaires. (Présenté à l’Académie des Sciences 
le 27 juillet 1829.) < 

Étude des racines des équations qui se présentent dans 
l'intégration d’un système d'équations linéaires. Nombre 
de ces racines comprises entre deux limites données. 

Cet extrait, fort étendu, peut tenir lieu du Mémoire 
lui-même. Dans une note, l’auteur avertit que les con- 
clusions d'un Mémoire précédent (voir plus haut, n° 19) 
s'étendent à un grand nombre d'équations transcen- 
dantes. 


JOURNAL DE M. LIOUVILLE. 


22. Tome I (1836), p. 106. — Mémoire sur les équa- 
tions différentielles linéaires du second ordre. (Lu à 
l’Académie des Sciences le 30 septembre 1833.) 

Très-beau Mémoire dans lequel les propriétés des 
fonctions qui satisfont à une équation différentielle sont 
étudiées sur cette équation même. 

Une analyse de ee Mémoire a paru dans le journal 
l'Institut du g novembre 1833. Le même journal, dans 
le numéro du 30 novembre, contient une Note de 
M. Sturm, qui complète sa théorie. 


23. Ibid., p. 278. — Démonstration d’un théorème 
de M. Cauchy. (En commun avec M. Liouville.) 

Théorème sur le nombre des points-racines renfermés 
dans un contour donné. 


24. Ibid., p. 290. — Autres démonstrations du méme 
théorème. 
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XXII NOTICE. 
25. Ibid., p. 373. — Sur une classe d ‘équations à 
différentielles partielles. 


Equations de la forme 


du 
d (4 — 
du dx 
g> = —- L — lu 
dt dx 


Complément du Mémoire n° 22. 
(Voir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 35.) 


26. Tome If, p. 220. — Extrait d’un Mémoire sur le 
développement des fonctions en séries, etc. (En commun 
avec M. Liouville.) 

(Voir aussi Comptes rendus, t. IV, p. 675.) 


27. Tome MI, p. 357. — Mémoire sur l'optique. 

Surfaces caustiques formées par des rayons lumineux 
émanés d'un point et qui éprouvent une suite de réfrac- 
tions ou de réflexions. 


28. Tome VI, p. 315. — Note à l’occasion d'un ar- 
ticle de M. Delaunay sur la surface de révolution dont 
la courbure moyenne est constante. 


29. Tome VII, p. 132. — Note à l’occasion d'un ar- 
ticle de M. Gascheau sur l'application du théorème de 
M. Sturm aux transformées des équations binômes. 


30. Ibid., p. 345. — Note sur un théorème de 
M. Chasles. \ 

Démonstration nouvelle de ce théorème : Un canal in- 
finiment petit, dont les arètes curvilignes sont des trajec- 
toires orthogonales aux surfaces de niveau relatives à un 
corps quelconque, intercepte sur les surfaces de niveau 
des éléments pour lesquels l'attraction excercée par le 
corps a la même valeur. 


31. Jbid., p- 356. — Démonstration d’un théorème 
d’ Algèbre de M. Sylvester. 


Ce beau théorème complète celui de M. Sturm en faisant 
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NOTICE, XXII 


connaitre la manière dont les différents restes se com- 
posent avec les facteurs simples de l'équation proposée. 


COMPTES RENDUS DE L ACADÉMIE DES SCIENCES. 


32. Tome IV, p. 720. — Note sur un théorème de 
M. Cauchy relatif aux racines des équations simulta- 
nées. (En commun avec M. Liouville.) 


33. Tome V, p. 867. — Rapport sur un Mémoire de 
M. Bravais concernant les lignes formées dans un plan 
par des points dont les coordonnées sont des nombres 
entiers. 


34. Tome VII, p. 1143. — Rapport sur deux Mé- 
moires de M. Blanchet relatifs à la propagation et à la 
polarisation du mouvement dans un milieu élastique. 


35, Tome VII, p. 988. — Note relative à des remar- 
ques critiques sur les travaux de M. Liouville contenues 
dans un Mémoire de M. Libri. 


36. Tome XI, p. 1046. — Mémoire sur quelques pro- 
positions de Mécanique rationnelle. 

« Si les liaisons d’un système de points matériels en 
mouvement sont changées dans un intervalle de temps 
très-court, la somme des forces vives acquises avant cet 
intervalle surpassera celle qui aura lieu immédiatement 
après d’une quantité égale à la somme des forces vives 
correspondantes aux vitesses perdues dans le passage du 
premier état du système au second. » 


37. Tome XX, p. 554, 761 et 1228. — Mémoire sur 
la théorie de la wision. 

L'auteur explique comment la vision peut être distincte 
à diverses distances. Les rayons émanés d’un point, après 
avoir traversé les milieux inégalement réfringents qui 
constituent l'œil, forment une surface caustique. Pour 
que la vision soit distincte, il suffit qu'une partie de cette 
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XXIV NOTICE. 

caustique, qui se réduit presque à une ligne mathéma- 
tique et dans laquelle les rayons sont plus condensés que 
partout ailleurs, vienne rencontrer la rétine. 


38. Tome XXVI, p. 658. — Note sur l'intégration 
des équations générales de la Dynamique. 
Théorèmes d'Hamilton et de Jacobi. 


39. Tome XXVIII, p. 66.— Rapport sur un Mémoire 
de M. L. Wantzel ayant pour titre : Théorie des diamè- 
tres rectilignes des courbes quelconques. 


MÉMOIRES DES SAVANTS ÉTRANGERS. 


40. Tome V (1834), p. 267. — Mémoire sur la com- 
pression des liquides. (En commun avec M. Colladon.) 

Ce Mémoire a remporté le grand prix de Mathéma- 
tiques en 1827. Il a aussi été publié dans les Annales de 
Chimie et de Physique, t. XXII, p. 113. 


M. Tome VI (1835), p. 271. — Mémoire sur la réso- 
lution des équations numériques. ( Voir plus haut n° 18.) 


NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES. 


42. Tom X (1851), p. 419. — Sur le mouvement d’un 
corps solide autour d’un point fixe. 


MANUSCRITS. 


43. Un Mémoire très-étendu sur la communication de 
la chaleur dans une suite de vases. 


44. Un Mémoire sur les lignes du second ordre, dont 
les dix premiers paragraphes seulement ont paru dans les 
Annales de Gergonne. (Voir plus haut, n° 16 et 17.) 

Ces deux Mémoires sont en état d’être imprimés, et 
M. Liouville a bien voulu se charger de leur publication. 

Les autres papiers de M. Sturm contiennent des cal- 
culs relatifs à des Mémoires déjà publiés, à des extraits 
de ses lectures, et enfin à des recherches particulières sur 
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NOTICE. XXV 


les équations. La plupart de ces calculs n'étant accom- 
pagnés d'aucun discours, il est très-diflicile de suivre la 
pensée de l’auteur. On donnera des extraits de ce qu’une 
patiente investigation y fera découvrir d’intéressant. 


COURS DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


45. Cours d'Analyse de T École Polytechnique, 
1° édit. (1857-59), 2 vol. in-8°. 


46. Cours de Mécanique de T École Polytechnique. 
Paris, 1861, 2 vol in-8°. 


(Extrait du Bulletin de Bibliographie, d'Histoire et de Biographie 
mathématiques, mai et juin 1856.) 
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petits. 


NOTIONS SUR LES FONCTIONS D'UNE OU DE PLUSIEURS 
VARIABLES. 


1. Avant d'exposer le but et les principes du calcul 
différentiel, il est nécessaire d'établir quelques notions 
préliminaires. 

On appelle variable une quantité qui prend successi- 
vement diflérentes valeurs, et constante celle qui con- 
serve une valeur fixe dans le cours d’un même calcul. La 
nature de la question dont on s'occupe indique quelles 
sont les quantités variables et les constantes. 


2. Quand les valeurs successives d’une quantité va- 
riable dépendent, suivant une certaine loi, de celles que 
prend une autre variable, la première est dite une fonc- 
tion de la seconde. On peut affirmer que deux quantités 
qui varient ensemble sont fonctions l’une de l’autre, lors- 
qu'on sait qu'à chaque valeur de l’une d'elles correspond 
une valeur déterminée de l’autre, quand même la rela- 
tion qui existe entre elles ne serait pas connue ni même 
susceptible d'ètre exprimée analytiquement. 


I. 2° édition. 1 
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ment grand. Il faut bien remarquer qu'il n’est pas néces- 
saire pour cela de démontrer que l'aire du polygone 
régulier inscrit va constamment en augmentant avec le 
nombre de ses côtés. 

De mème, si l’on considère un are et son sinus, le rap- 


sing : z ER y 
port ——» toujours plus petit que l'unité, peut en différer 


d'aussi peu qu'on le voudra, pourvu que l’on donne à 
larc des valeurs suffisamment petites. Donc la limite de 


sin x ré APRES PE 
— est l'unité, quand x décroît indéfiniment. 
Tr 


On remarquera bien encore qu'il n'est pas néces- 
saire de démontrer, et même on ne le démontre pas 


MU sin æ 
ordinairement, que le rapport —; Va en augmentant 


continuellement quand x, plus petit qu’un quadrant, 
diminue indéfiniment. 


. . 3 o 
7. Les fonctions qui se présentent sous la forme 5 pour 
une certaine valeur de la variable, ont souvent des limites. 


sin z : 
Nous en avons un exemple dans le rapport 5? qui de- 


Re) z Wr Jes 
vient— pour x = 0, et qui a pour limite l'unité. De même 
Le) 


l'expression 


a — a 
Le PE 


prend, pour x = a, la forme 2 Toutefois, si l’on donne 


à x des valeurs différentes dea, mais qui s’en approchent 
successivement, les valeurs de y sont déterminées et égales 
d’ailleurs aux valeurs de l'expression 


2? + ax + a’ 


2a — 
x+a 


Or, à mesure que x s'approche de plus en plus de a, cette 
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dernière expression diflère de moins en moins de 


3a a 
BE ES 2 O a 
2 2 


. » a 
La limite des valeurs de y est donc a 


8. Une quantité variable peut s'approcher indéfini- 
ment d'une limite en restant toujours plus petite ou tou- 
jours plus grande que cette limite; mais il peut se faire 
qu'un quantité variable devienne alternativement plus 
grande et plus petite que la limite vers laquelle elle tend, 
en oscillant, pour ainsi dire, de part et d'autre. 


sii sinx Pia 
Ainsi le rapport — tend vers zéro quand x croît in- 
T 
définiment. En même temps, toutes les fois que x devient 


; i A TF 5 sin z 
égal à un multiple de la demi-circonférence, re 


vient o, et change de signe. 


9. Si deux quantités qui varient simultanément res- 
tent constamment égales entre elles, dans tous les états 
de grandeur par lesquels elles passent, et si l’on sait que 
l’une d’elles tend vers une limite, il est évident que 
l’autre tend aussi vers la méme limite ou vers une limite 
égale à celle-là. C'est là le principe de la méthode des 
limites dont on fait un si grand usage dans toutes les 
parties des mathématiques. 

Ainsi, veut-on prouver que le cercle a pour mesure le 
produit de sa circonférence par la moitié de son rayon; 
en désignant respectivement par a, p, r, l'aire, le péri- 
mètre et l’apothème d’un polygone régulier inscrit dans 
le cercle, on a 


1 
=R 


I GAV . . 
oraetp <z rsont des quantités qui varient avee le nom- 


bre des côtés, mais qui restent toujours égales entre elles; 
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leurs limites sont donc égales. Si A, C, R désignent res- 
pectivement l’aire, la circonférence et le rayon du cercle, 
A est la limite de a, C celle de p et R celle de r : donc 


À LE. 
2 


A: MÉTHODE INFINITÉSIMALE. ~ 
f 


10. Lorsqu'une quantité variable prend des valeurs de 
plus en plus petites, de manière qu'elle puisse devenir 
moindre que toute quantité donnée, on dit qu'éfle de- 
vient infiniment petite. Ainsi la différence entre l'aire 
d'un cercle et celle d’un polygone inscrit peut être rendue 
infiniment petite, en augmentant le nombre des côtés, La 


fraction — devient infiniment petite quand x 


— 22 + 3 
prend des valeurs de plus en plus grandes. 


Une quantité infiniment petite ou un infiniment petit 
n’est donc pas une quantité déterminée, qui ait une valeur 
actuelle assignable : c’est au contraire une quantité es- 
sentiellement variable qui a pour limite zéro. 


11. Quand une variable prend des valeurs de plus en 
plus grandes, de manière qu’elle puisse surpasser toute 
grandeur donnée, on dit qu’elle devient infinie ou infini- 
ment grande, et on la représente alors par le signe o% 


Re “ 
ou —: Ainsi la fonction 
o 


a° 
ri à 
devient infinie pour E idi 
Pour des valeurs de x très-peu différentes de 4, mais 
plus grandes que a, les valeurs correspondantes de y sont 
positives, tandis que, pour des valeurs de x plus petites 
que a, les valeurs de y sont négatives. L’infini est donc 


positif ou négatif, suivant les cas. 


12. Les infiniment petits sont des auxiliaires qui ser- 
vent à rendre plus aisé le calcul des quantités finies. Leur 
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emploi donne lieu à la résolution fréquente de ces deux 
problèmes : 1° deux infiniment petits dépendant l’un 
de l’autre, trouver la limite de leur rapport; 2° trou- 
ver la limite d’une somme d'infiniment petits dont le 
nombre augmente indéfiniment. 

La solution de ces problèmes est simplifiée dans un 
grand nombre de cas par les deux théorèmes suivants : 


13. Tuéorème I. — La limite du rapport de deux 
quantités infiniment petites n’est pas changée quand on 
remplace ces quantités par d’autres qui ne leur sont pas 
égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant 
vers l’unité. 


Soient z et 5 deux quantités infiniment petites; +! et 5’ 
d’autres quantités telles, que les limites des rapports 


a 
=> Si soient égales à Punité. On aura identiquement 


d’où l'on tire 
. x , 2 ` x m z 
lim = = lim — - lim — = lim —- 
p a p p 


On aura de même 


8 pp 
d'où 
lim & = lim P lim = = lim E: 
BETA B” p? 
donc 
lim = lim 5 — = lim < s 


414. On peut encore présenter la démonstration de ce 


théorème comme il suit : 
LA 


P œ . . , LC » f) 
Puisque — a pour limite l'unité, si l’on pose 
x 


a l=x+d, 
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on aura 


a! 
—=l+-) 
7 z 


ò 7 f - 
et - devra tendre vers zéro, ce que l’on exprime en disant 
g 


que d'est infiniment petit par rapport à æ, 
On aura de même 


, + 
pi + 
par suite 
ò 
a! B me 
Fe y 
1+— 
4 


R , 


d'où 
lim = ing 


Ce nouveau point de vue donne lieu à cet autre 
énoncé : 


La limite du rapport de deux infiniment petits ne 
change pas quand on les remplace par d’autres qui en 
diffèrent d’une quantité infiniment petite par rapport à 
eux. 


Exemrzes. On aura, pour x = 0, 


D ` z ng j 
1. lim — = lim = lim cosx= 1, 
L 


tan ta 
R . Sin2x im 22 2 
—— = = > 
sin 3x 3 3 
sin x 
en] - = lim = 
sin’ 3 3 
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15. Tuéorème I. — La limite d’une somme d’infini- 
ment petits ne change pas quand on les remplace par 
d’autres dont les rapports aux premiers ont respective- 
ment pour limite l'unité ou qui diffèrent des premiers de 
quantités infiniment petites par rapport à eux. 

Soient z, 2’, «",... des infiniment petits qui se suc- 
cèdent d’après une loi déterminée et dont le nombre aug- 
mente de plus en plus. Désignons par S leur somme, et 
supposons que cette somme ait une limite finie. Soient 
B,B',6",...;e,e!,e!,... des infiniment petits tels, que 
Pon ait 

B=ata, P =r Has, BSa a,nn, 
on aura 


L 
B+B +p +... AATE A CPRS UE 
Or, si n est la plus grande des quantités £, e',e/,..., on 
aura, en valeur absolue, 
ae ae Ha" +... Sn, 
et comme 7 a pour limite zéro, il en résulte 
lim (as + z's + x'e+...)=0, 
et par conséquent 
lim (B8 +8 +p” +...) =S, 
ce qu'il fallait démontrer. 
16. D’égalité 
lim (as + we +au’e"+...)=0 
donne lieu à ce théorème : Şi une somme d'infiniment 
petits, dont le nombre augmente indéfiniment, a une 
limite finie, la somme des produits obtenus en les multi- 
>, P 
pliant respectivement par d’autres infiniment petits 
aura pour limite zéro. 
Par exemple, considérons laire comprise entre la 


courbe plane CD, l’axe des x et les deux &kordonnées CA 
et DB. Imaginons que l'on partage AB en parties de plus 
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en plus petites, telles que PP’, suivant une loi quel- 
Fig. 1. 


conque, mais de manière toute- 
fois que chacune de ces parties 
tende vers o. Je dis que la somme 
des rectangles 4els que MIM'K, 
construits avec la différence de 
deux ordonnées consécutives et 
l'intervalle PP’, a pour limite zéro. 


On a, en effet, 
Y PP = AB 


ù Duwk-Y PP'.KM; 


et comme KWest une quantité infiniment petite, on aura, 
en appliquant le théorème précédent, 


el 


$ MIM'K = 0. 


DIFFÉRENTS ORDRES D'INFINIMENT PETITS. 


7. Quand on considère des infiniment petits qui dé- 
pendent les uns des autres, on en prend un en particulier 
qu'on nomme infiniment petit principal, et auquel on 
rapporte les autres comme à un terme de comparaison. 
On appelle alors infiniment petits du premier ordre tous 
ceux dont les rapports à l’infiniment petit principal ont 
des limites finies ; infiniment petits du second ordre ceux 
dont les rapports aux infiniment petits du premier ordre 
sont des infiniment petits du premier ordre, et ainsi de 
suite. 

D'après cela, si æ est un infiniment petit du premier 
ordre, tout autre infiniment petit de cet ordre sera de la 
forme a (p +6), p étant fini et ĝ infiniment petit. Et 
en général g” (p+ 6) représentera un infiniment petit 
de l’ordre de z. 


Exemrzgs. Si l'arc x est du premier ordre, sinx sera 
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< : sins EY. 
du premier ordre, puisque — a pour limite 1; 1 — cosx 
T 


sera du second ordre, puisque 1 — cosx = 2sin° :x. 

Les théorèmes I et II (n°* 43 et 15) peuvent s'énoncer 
ainsi : 

Quand on cherche la limite du rapport de deux 
quantités composées d’infiniment petits de divers ordres, 
on peut ne conserver, dans chacune de ces quantités, 
que les infiniment petits de l’ordre le moins élevé. 

Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs 
quantités infiniment petites, on peut ne conserver que les 
infiniment petits de l’ordre le moins élevé (*). 


Comme application du premier théorème, on a 


| sinx + 3sin?x li sins 


£- 2L 


Dans cet exemple, on néglige au numérateur, 3 sin°x, 
infiniment petit du second ordre, et au dénominateur, 
l'infiniment petit du troisième ordre 2 x°. 


EXERCICES. 


4. Deux points étant placés sur une courbe à une distance infini- 
ment petite du premier ordre l’un de l’autre, la distance du premier 
de ces points à la tangente menée à la courbe par l’autre point est 
infiniment petite du second ordre. 

2. Deux courbes ayant une tangente commune, la différence de 
leurs ordonnées, situées à une distance infiniment petite du premier 
ordre du point de contact, est du second ordre au moins. 


3. Théorèmes analogues pour les surfaces. 


(*) « Le grand avantage que l'on retire de ees théorèmes consiste en 
ce qu’ils permettent souvent de négliger, dans les quantités infiniment 
petites, la partie qui en rend la comparaison et le calcul difficiles. IL suffit 
toujours que cette partie soit infiniment petite par rapport à la quantité 
elle-mème, et il n’en résulte aucune erreur dans les résultats où l’on n'a 
en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quantités infi- 
niment petites, » Dumamez, Éléments de Calcul infinitésimal. 
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DEUXIÈME LECON. 


THÉORÈMES SUR LES DÉRIVÉES ET LES DIFFÉRENTIELLES. 


Origine et but du calcul différentiel. — Fonction dérivée. — Propriétés 
des fonctions dérivées. — Différentielle. — Dérivées des fonctions de 
fonction. 


ORIGINE DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


18. On a été conduit à la découverte du calcul diffé- 
rentiel en cherchant une méthode générale pour mener 
des tangentes aux courbes planes représentées par des 
équations. 

Concevons deux variables x et y liées entre elles par 
une relation quelconque, de manière que l’une soit fonc- 
tion de l’autre. Considérons ces variables comme les 
coordonnées d’un point rapporté à des axes rectangulaires 
tracés dans un plan, et construisons la courbe AMB dont 
l'équation est y=f(x). Supposons cette courbe réelle 

et continue dans une cer- 
R taine étendue, et propo- 
sons-nous de mener la 
tangente au point M dont 
les coordonnées sont x 
et y. On définit ordi- 


Fig. 2. 


nairement Ja tangente 
comme la limite vers 


laquelle tend une sécante, lorsque, cette sécante tournant 
autour d’un de ses points d’intersection, un second point 
d'intersection s'approche indéfiniment du premier. Soit 
donc M’ un second point de la courbe ayant pour coor- 
données x + h, y+ k; considérons la sécante M’MS, 
et la tangente MT qui en est la limite. On a, dans le 
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triangle M'MN, 


M'N k 
d 2 — Z =, 
tang M'MN = MN 3 
‘ kirk 
Donc tangIMR = lim tang M'MN — lim 7° 


quand % diminue indéfiniment jusqu’à zéro. 

Done, si l’on cherche la limite du rapport des accrois- 
sements simultanés À et des variables y et x, accroïsse- 
ments liés entre eux par l'équation 


y+k=f(z+h), 
quand } diminue indéfiniment, on aura la tangente tri- 


gonométrique de l'angle que fait avec l’axe des x la droite 
qui touche la courbe au point M. 


BUT DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. — FONCTION DÉRIVÉE. 


19. Le calcul différentiel a pour but de déterminer, 
pour chaque fonction, la limite du rapport de l'accrois- 
sement de la fonction à celui de la variable, quand celui- 
ci diminue jusqu'à zéro. Cette limite, qui dépend de la 
valeur attribuée à la variable x, mais nullement de son 
accroissement %, est appelée la fonction dérivée de la 
fonction proposée. On la représente par y’ ou par f'(x). 

Nous allons chercher la dérivée de quelques fonctions 
simples. 


1° 


XL k 

m étant entier et positif. Si nous changeons x en x + h, 
y devient y+ k, et lon a y+ k= (x+ h)”, d'où 
k= (x + h)” — x", ou 


(m= 1) 


k= mah +" amaha. + hn, 


d'où $ = me RE 


k : EET. 
Le rapport se compose de deux parties, l’une indé- 


pendante de h, et l’autre qui contient 4 en facteur com- 
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mun, de sorte que si À décroit indéfiniment jusqu’à zéro, 
cette seconde partie pourra devenir aussi petite que l’on 
voudra ; donc 
lim 4 A aa 
h 
Ainsi, dans ce cas, 


Ver. 
On peut encore obtenir cette dérivée sans faire usage 
de la formule du binôme. Posons 
z+h=X; 
on a alors k—= XM— 7; 
et si l’on remarque que 4 = X — x, on en déduit 


k X” — a" P 
tas a TA +X zT -+...+X" ? LR ant, 


Quand h diminue jusqu’à zéro, X s'approche indéfini- 
ment de x, et, comme le dernier membre a m termes qui 
deviennent égaux à x”—', quand on passe à la limite, on 
a bien encore lim $ = PL}, 

2° Soit une fonction entière 

J = AL" + ba" + car +... 

Changeons x en x + h, y devient y + k, et l’on a 

J+h=a(z +)" + b(z+ Ah} e(z hP... 
d'où _k=al(z+ 4)" — 2") + bfe +4) a] 


+ c[(r +) 2]+..., 
et, par suite, 


Divisant par A et faisant ensuite À — o, on a 


AA À 
lim = y'= mar" + nba" + perl +... 
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On pourrait aussi obtenir cette dérivée comme la pré- 
cédente, sans recourir à la formule du binôme. 


3e FESSES 


m étant entier et positif. On a 


et = RS — == 


d’où, développant et divisant par 4, 


mm — 1) 


— MENT — ah 
KT 1,2 
#7": "(x + h)" n 
et enfin, passant à la limite, on a 
k E araka m 
lim - = — = — — ; 
h ym et 
donc yi = — M ss MAI! : 


d’où l’on voit que la règle pour obtenir la dérivée de x", 
quand m est entier, est toujours la même, quel que soit 
le signe de m, 


4 r= Ve — a; 
on a k =y (£ + hP — a — ÿx— a, 


et, par conséquent, 


kg V(z+ 4} — a — ca 
= i 7 


or, si l’on fait h= o, cette expression prend la forme 2- 
o 


Pour faire disparaître l'indétermination, on emploie 
un procédé bien connu : on multiplie les deux termes de 
la fraction par la somme des radicaux dont le numéra- 
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teur est la différence; et l'on a 


IVe: z+h) Pa — V7 æ][V(z +4} —% (x + Ah} — a + rt — a| 
PRE eera] 
(z +h}— 


TAN (ze +4} a+ Ve a] 


k 2x h 


ou 7 = aa e aa E e r 
h y(r +h} — a+ yr — a 
` TA 2x z 

enfin = e a, 

h 2Vx?— a? yaz B 

T 
donc y'= : 
yr? — a’? 


Nous avons trouvé d’une manière assez prompte et assez 
facile les dérivées des fonctions précédentes ; mais les pro- 
cédés que nous venons d'employer seraient insuffisants 
pour des fonctions d’une forme moins simple. Le calcul 
différentiel va nous donner des méthodes plus générales. 


DIFFÉRENTIELLE. 
20. Soit 
y =f(<); 


donnons à x un accroissement quelconque h, positif ou 
négatif. Soit k l’accroissement correspondant de y; on a 


Tr +Ak= f(x +): 


TE k š á 
puisque la limite de 7 Sty’ on doit avoir, quand % n’est 
pas nul, ' 
RU 
rosé + & 
æ étant une quantité, fonction de x et de k, qui doit ten- 
dre vers zéro en même temps que ~. De là résulte 
k=7'h+ ah. 


Ainsi l'accroissement 4 de la fonction se compose de 
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deux parties distinctes; la première y’ A est le produit de 
l'accroissement de la variable indépendante x par la dé- 


rivée de la fonction. On l'appelle la différentielle de la 
variable y, et on la désigne par dy, de sorte que 


dy=y'h où f'(x)A. 


La seconde partie est le produit de % par une quantité « 
qui s’annule avec h : on ne s’en occupe pas. 

La différentielle de la variable indépendante n'est autre 
chose que l'accroissement h. En effet, considérons la 
fonetion 


y =z; 
ona T+k=r+h; 
par suite, k =}, 

} 
etenfin 5E 


Ainsi, pour cette fonction de x qui est la plus simple de 
toutes, la dérivée est 1; par suite, la différentielle 


dy oü dt=1X h= k: 


Par conséquent, la formule 


dy=y'h 
peut s'écrire dy =7"dr ; 
VE » . d p 
d’où l’on déduit ER 
dx 


Ainsi la dérivée d'une fonction d'une variable est le - 
quotient de la différentielle de la fonction par la diffé- 
rentielle de la variable. C’est pourquoi on appelle aussi 
la dérivée rapport différentiel ou quotient différentiel. 

On dit encore que le quotient différentiel est la der- 
nière raison (ou le dernier rapport) des accroïissements 
simultanés des variables. Mais les accroissements, étant 


nuls à la limite, n’ont pas à proprement parler de rap- 
I. 2° édition. 2 
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port, et ce que l’on appelle ainsi n’est que la limite dont 
le rapport de ces quantités approche indéfiniment. 


21. La différentielle est susceptible d’une représenta- 
tion géométrique. En eflet, soit AMB la courbe repré- 


Fig. 3. sentée par l'équation 
| B 7 
] r =f (ah 
PV On a 
IK e E T N aN 
M tangIMN — lim nf 
4 ha A 
E | | Or 
/ | 
(1 PEN CRIER EE : 


| IN — MN tang IMN. 
Donc IN= A eS dy.: 


ainsi IN représente la différentielle, si d’ailleurs 


MN= À = dx. 


On voit par là que dx et dy sont les accroissements cor- 
respondants de x et de y, quand on passe du point de con- 
tact M situé sur la courbe à un point quelconque I de la 
tangente, tandis que k ou MN est l'accroissement de 
l’ordonnée de la courbe correspondant au même accrois- 
sement À — dx de l’abscisse. 


22. Toutefois, quoique IN et M’N soient en général 
bien différents, leur rapport tend vers l'unité; en effet, de 


k , à 
=y +2, on ure 


h 
k= (y'+a)h; 
d’ailleurs dy = y'h, 
4 , 
donc Let ent pl Š 
dy 4 x 


et, si y’ n'est pas zéro, 
lim = = 1: 
dy 


ainsi le rapport de l'accroissement de la fonction à la 
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différentielle de cette fonction tend vers l'unité, pourvu 
que la dérivée ne soit pas nulle. 

C’est pourquoi la différentielle est appelée l'accroisse- 
ment infiniment petit de la fonction, mais cette déno- 
mination n’est pas rigoureuse, puisque z n'étant pas nul 
(si ce n’est pour y= ax + b), k west pas précisément 
égal à dy (*). P 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS DÉRIVÉES. 


23. La relation (n° 22) 
k= ir +a) 
conduit à plusieurs conséquences remarquables. 

Attribuons à x une valeur déterminée, y’ aura aussi 
une valeur déterminée; si lon donne ensuite à x un 
accroissement suffisamment petit, le signe de y'+ « 
sera le même que celui de y’, puisque g peut devenir aussi 
petit que l’on voudra; le signe de k sera donc celui de 
y'h, et comme nous supposons h positif, k aura le signe 
de y". Donc, si y’ est positive, À l’est aussi, c’est-à-dire que 
la fonction va en augmentant, et si y’ est négative, la 
fonction va au contraire en diminuant. Ainsi une fonc- 
tion croit ou décroit à partir d’une valeur déterminée 
de x, suivant que sa dérivée est, pour cette valeur, po- 
sitive ou négative. 

Il résulte de là que, si la dérivée d'une fonction reste 
constamment positive lorsque x varie depuis la valeur a 
jusqu’à la valeur b, la fonction croitra continuellement 
dans le mème intervalle ; ce sera le contraire si la dérivée 
est négative. 

Prenons pour exemple la fonction 


y = 7—2 + 3x +1. 


CIE 


(*) On peut dire que la différence entre la différentielle d’une fone- 
tion et l'accroissement de cette fonction est un infiniment petit du second 
ordre an moins, l'accroissement de la variable étant du premier ordre. 

LE 
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Construisons la courbe représentée par cette équation. 
Fig. 4. 


Pour z=oonay=:1, 


En construisant ces différents points, on reconnait que 
la courbe présente à peu près la forme MM'M”M”. 

Mais si l'on veut savoir pour quelles valeurs de x lor- 
donnée va en croissant ou en décroissant, on prendra la 
dérivée de y. On aura 

J'= fe +3=(r—1) (2—3). 

On voit alors que si lon fait croître x de o à 1, la dé- 
rivée y'est positive; l’ordonnée ira done en augmentant 
depuis le point M’ jusqu’au point M”. Pour le point M”, 
dont l’abscisse est x — 1, on a y! = o, c'est-à-dire que la 
tangente en ce point est parallèle à l’axe des x. Si l’on fait 
croître ensuite x depuis 1 jusqu'à 3, la dérivée y’ devient 
négative; l’ordonnée va donc en diminuant depuis le 
point M” jusqu'au point M”; et comme y'= o pour 
x = 3, la tangente en ce dernier point est encore paral- 
lèle à l'axe des x. 

Enfin si l’on donne à x des valeurs croissantes à partir 
de 3, la dérivée y’ est constamment positive; ordonnée 
de la courbe va donc toujours en augmentant à partir du 
point M”. Si l’on donne à x une valeur négative quel- 
conque, y’ est positive, et par conséquent pour des va- 
leurs négatives de æ et croissantes, les valeurs correspon- 
dantes de l’ordonnée vont encore en augmentant. Il faut 


bien remarquer qu’une quantité négative augmente quand 
sa valeur absolue diminue. 
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24. On déduit de la formule 


k=(y'+a)h, 


que si la dérivée d'une fonction est nulle pour toutes 
les valeurs de x comprises entre a et b, cette fonction a 
une valeur constante dans cet intervalle. 
: AR 
Nous supposerons a < b. Puisque lim 7 = 0 par hy- 
pothèse, on aura, pour une valeur quelconque de x com- 


$ k 
prise entre a et b, 7 <e en valeur absolue, pourvu que A 


soit suffisamment petit; £ étant d’ailleurs une quantité 
déterminée qu’on peut prendre aussi petite que l’on vou- 
dra. On déduit de là k < eh. 

Considérons actuellement deux valeurs quelconques de 
X, x et La, comprises entre a et b; jedis que les valeurs 
correspondantes y, et y, seront égales. En effet, donnons 
à x une suite de valeurs comprises entre x, et X., crois- 
sant d’ailleurs par degrés égaux ou inégaux, mais assez 
petits pour que l’on ait, pour une quelconque de ces va- 
leurs, k< ch, k étant pris en valeur absolue. Nous au- 
rons ainsi une suite d’inégalités de la même forme; et si 
nous les ajoutons, il en résultera que la somme des ac- 
croissements successifs de Ja fonction y pris tous positi- 
vement sera plus petite que la somme des produits £h, 
c'est-à-dire plus petite que le produit de la quantité £ par 
la somme des accroissements de la variable x, savoir 
Xa — %,. Donc à fortiori la somme des accroissements 
successifs de la fonction pris avec leurs signes, ou y; — Y1, 
est plus petite que e (x, — x,), donc 


Ja— Ji Liza — x); 


et comme € peut être rendu aussi petit que l’on voudra, 
il s'ensuit que y, — y, est plus petite que toute quantité 
donnée, c’est-à-dire nulle : on a donc 


Fa — Fi SOL T 
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La fonction y conserve donc la même valeur pour toutes 
les valeurs de x comprises dans l'intervalle considéré : 
ce qu'il fallait démontrer. 


25. Le rapprochement des deux propositions précé- 
dentes conduit encore à cette conclusion, que si une fonc- 
tion est croissante dans un certain intervalle, sa dérivée 
ne peut devenir négative dans cet intervalle; mais elle 
peut passer une ou plusieurs fois par zéro. De même, si 
une fonction est décroissante, sa dérivée sera négative, 
mais elle pourra s’annuler pour une ou plusieurs valeurs 
particulières. 


26. Si la dérivée d’une fonction était constamment 
infinie, x serait une constante; car si 
lim À lim 4 
Iim ~ = %0 on a ım ~ = © 
h A k f 
el en répétant les mêmes raisonnements, on en déduit que 
deux valeurs quelconques de x, x, et x, sont égales (*). 


27. Nous avons désigné jusqu'ici les accroissements 
simultanés des variables x et y par les lettres =% et k; 
mais comme on aura bientôt à considérer un plus grand 
nombre de variables, il devient nécessaire d'employer 
une notation qui rappelle toujours à quelle variable se 
rapporte chaque accroissement, On se sert à cet effet de la 
caractéristique À. Ainsi, quand on considère plusieurs 
variables x, y, z, u liées entre elles par des équations de 
manière qu'une seule soit indépendante, on représente 
les accroissements simultanés de ces variables par Ax, 
Ay, Az, Au. Si l'on prend x pour variable indépen- 
dante, les rapports 

AY Az Au 
Az’ Az’ x 


(>) La dérivée d’une fonction continue ne pouvant étre nulle ou infi- 
nie que pour des valeurs particulières de la variable, il en résulte qu'en 
général l'accroissement infiniment petit d'une fonction est du même ordre 
que l’accroissement de ta variable. 


http://rcin.org.pl 


DEUXIEME LEÇON. 23 
auront pour limites respectives 
dy dz du 
dr dx’ dr’ 
quand Ax décroitra indéfiniment. 

28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes 
les valeurs de la variable indépendante, leurs différen- 
tielles ou leurs dérivées sont égales. 

En effet, soient u et v deux fonctions égales de x. 
Donnons à x un accroissement Ax; soient Au et Av les 
accroissements correspondants de u et de v; on aura 

u + Au =¢ + Av; 


et comme u = v, on déduit 


Au = Av, 

”_ Au Av 
d'où — = —. 
Az Az 


Cette équation, ayant lieu quelque petit que soit Ax, aura 


: « A à» 12 Au i 
lieu encore à la limite; or la limite de Se est la dérivée 


âp 
de u ou — : de mème la limite de = — z est donc 


i A 


du de 
fpa = o ou du = dp. 


La même conclusion subsiste quand les deux fonctions 
proposées ont une différence constante; car, soit 
u= -+ c; 
en changeant x en x + Ax, on a 
u+ u= -4 âe +o, 


et comme u = y + €, on en déduit encore 


a A Au åp 
= ar = = — 
hé ’” Ax ax? 
> du dv 
par suite, 2 Le 
ou enfin du = de, 
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c'est-à-dire que deux fonctions qui ne diffèrent que par 
une constante ont la méme différentielle. 

29. Réciproquement, si les différentielles de deux 
fonctions sont égales entre elles, dans un certain inter- 
valle, ces fonctions auront, dans cet intervalle, une dif- 
Jérence constante. 


En effet, soit y la différence u — v; et supposons que 
l’on ait 


du _ de. 
dx dx 
De l’équation f=u—"v 
on tire y +AY=u+AU— oeo — Av, 
ou Ay = Az — Av, 


ER S 
Ainsi 2 est nulle, et par suite y est une constante : ce 
dx d 


qu'il fallait démontrer. 


DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 
30. Quand on a 
ina i (7) 


y étant elle-même une fonction de x, f (x), on dit que u 
est une fonction de fonction de x. 


Pour obtenir la dérivée de u par rapport à x, on pour- 
rait remplacer y par f (x) dans g(y), ce qui donnerait 
u= [/(x)], 


mais il est possible d'éviter cette substitution. En effet, on 
a Péquation identique 
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dans laquelle Ax étant l'accroissement de la variable in- 
dépendante, Ay et Au sont les accroissements correspon- 
dants de y et de u. Si l’on suppose que Ax diminue in- 
définiment, l'égalité ayant toujours lieu subsistera encore 


` te . Au rer p ` 
à la limite. Or lim =; c’est la dérivée de u par rapport à 
du KT i % nes Au S 
— — = ; àl te de —; c'est 
7° lim Fe f'(x); quant à la limi va 
y! (y) ou la dérivée de ọ (y) dans laquelle y serait con- 
sidérée comme variable indépendante, car cette limite ne 
dépend pas de la relation qui existe entre y et x, et il 
suffit, pour qu’on l’obtienne, que A y décroisse jusqu’à o. 
Donc 


x ou 


(1) # Z g (y)/' (2). 


Ainsi Za dérivée d’une fonction de fonction est égale 
au produit des dérivées de ces fonctions. 


. ». . d 
31. Si dans l'équation (1) on remplace f'(x) par Z, 
on aura 
du, dy. 
et, par suite, 
(2) du = (y) dr. 


On voit que la différentielle de la fonction (y), lors- 
que y est égale à f (x), a la même forme que si y était 
la variable indépendante; mais, dans l'application, il 
faudra remplacer dy par sa valeur f(x) dx. 


32. Enfin, on peut mettre encore l'équation (1) sous 
une autre forme : en observant que 


F du s dy 
OST t fe 
on a 
(3) du du dy 


& dy de 


http://rcin.org.pl 


26 COURS D ANALYSE. 


Il ne faut pas croire que cette équation soit une iden- 
g ; r ET N du 
tité; car dy n’a pas la même signification dans J et dans 


dy 
dx 
ment infiniment petit de y regardée comme variable in- 


dépendante ; tandis que dans l’autre, dy est la différentielle 
de y considérée comme fonction de x. 
Soit comme exemple 


l E a E a yz — ar? 
d’où u= (Vera) = (e a. 


On aura (n° 19, 1° et 4°) 


: dans la première expression, dy désigne l’accroisse- 


CAS ed +: à codée PL 3 EE — Ses az ; 
\ P — a 
donc 
du = m (yz = a diada = mx — a)" xdz. 
at — È 


33. Si l'on a 
e—=y(u), u= (y), x =/f(z), 
on aura, d’après ce qui a été démontré précédemment, 


do—%{u)du, du = y (y)dy, dy —=f'(x)dx, 


donc do = ẹ4' (u) g' (y) f (z)dz, 
ou, en divisant par dx, 
(á) Z = y(u) y (7) (2), 


de sorte que la dérivée de la fonction v est égale au pro- 
duit des dérivées des trois fonctions dont elle est formée. 
Cette règle, comme on le voit facilement, s'applique à un 
nombre quelconque de fonctions. 
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TROISIÈME LEÇON. 
RÈGLES DE DIFFÉRENTIATION. 


Différentielle d'une somme, — d’un produit, — d’un quotient de fonctions. 
— Différentielle d'une puissance, — d'une expression imaginaire. — 
Règle des fonctions composées. 


DIFFÉRENTIELLE D'UNE SOMME. 
34. Soit 
y= u + v— 3; 
u, v, z étant des fonctions de x. Changeons x en x + Ar, 
nous aurons J 


J+ar=u+aAu+e + Ae—z—Az, 


et comme Y =u Fem 

on a ây = Au + Ao — Az, 
ý y Au A & 

d’où LEE PUS: 


4x As Ar Ar 
passant à la limite, 
dy du dv dz 


di dr de dz 
ou enfin 


dy où d(u+v—2) = du + dv — dz. 


Ainsi la différentielle d’une somme de fonctions est égale 
à la somme des différentielles de ces fonctions. 

Si l’une des quantités u, v, z est constante, elle dispa- 
raît dans la différentielle; c’est d’ailleurs ce qui résulte de 
la proposition démontrée plus haut (28), que les différen- 
tielles de deux fonctions sont égales, quand ces fonctions 
ont une différence constante, 
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DIFFÉRENTIELLE D'UN PRODUIT, 
35. Soit à diflérentier 
y =at; 


u étant une fonction de x et a une constante : changeons 
x en x + Âx; il vient 


y+ Ay =a(u +aAu), 


et comme y= au, 
on a å A ay ami! 
= u — = a — 
Ÿ 4 a , ES a ae 
* ue dy du 
et, à la limite = = a — 
Le , TH de 


ou enfin 
dy = d (au) = adu. 
Ainsi la différentielle d'une fonction multipliée par 
une constante s'obtient en multipliant par cette con- 
stante la différentielle de la fonction. 


36. Soit encore 


y = uv; 
on en tire y +4y={(u+au)(v+ar), 


ou, effectuant le produit, 
Y + AY = uv + vAu + usr -t AuAv; 
et comme y = uy, on a 


Ay =påu + udp + AuAv, 


TEY A å 
d'où = k AANE E UT y 
år 


ns Au . - Au . 
A la limite, re Av devient nul, puisque īp è une li- 
T p 


mite en général finie, et que Av devient nul; donc 


l di di 
SRE au = 


ou enfin 
dy = d{uv) = odu + udv. 
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C'est-à-dire que la différentielle du produit de deux 
fonctions s'obtient en multipliant chaque fonction par 
la différentielle de l'autre, et ajoutant les résultats. * 

37. Soit maintenant 

F = WWZ, 
ona  d(uvz)—vzdu + ud(vz), d(oz)= zd + vdz; 
donc 
d (uoz) = vzdu + uzdo + uvdz. 

On voit que la différentielle du produit de trois fonc- 

tions s'obtient en multipliant la différentielle de chaque 


Jonction par le produit des autres fonctions, et ajoutant 
les résultats. 


Cette règle est générale. Ainsi l’on aura 
d{uvz...t)—=vz...1du + uz...tdv + uv...tdz +... +uv...dt 


ou, en divisant par uvz...f, 


d(uvz...t) du de z dt 
pres A ar L eei Sri MT do: mac 
uvz...t u v z t 


On démontrera cette formule, soit directement, soit en 
faisant voir que si elle est vraie pour un certain nombre 


de facteurs, elle aura encore lieu quand on prendra un 
facteur de plus. 


DIFFÉRENTIELLE D'UN QUOTIENT, 


38. La différentielle du quotient de deux fonctions 


se déduit facilement de la différentielle dun produit. 
En effet, soit 


u 
J=} 
p 
on en tire yp=u, 
et, par suile, vody + ydo = du. 


u . 
On remplace y par sa valeur — et lon obtient 
Y 


edy + d do = du; 
o 
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d’où l’on tire 
dy ou d= = ea 

. o p’ 

Ainsi la différentielle d'un quotient êst égale au dé- 
nominateur multiplié par la différentielle du numéra- 
teur, moins le numérateur multiplié par la différentielle 
du dénominateur; le tout divisé par le carré du déno- 
minateur. 

On arrive encore à ce résultat par une méthode plus 
directe. On a 


u + Au G 
Ay = ——— — 
v+ Av v 

vAu—uAr 

ou VE —_—_——— 
d v(o + av) 2 
Au Av 
— li — 
J ar Ar 


2 A 
et, par conséquent, — = 7 ; 
al a ? Ax v(v+ âr) 
* du dv 
Ve ln 
assant à la limit dy e dy 
f i SÉPARER Le 
P e, dx o? s 


u vodu — udv 
on enfin dys ou di se 
[4 


z 


p: 
: P ia Spis s “u 
Si le numérateur u était constant, la différentielle d — 
Fr 


Fe 28 et Ta nudo 
se réduirait à — ——. 


p 


DIFFÉRENTIELLE D UNE PUISSANCE. 


39. Soit y = u”, m étant un nombre entier et positif ; 
nous avons vu (37) que 
d(uvz...t\= vz... tdu + uz...tdo +... + uvz.. .de. 
Supposons que les facteurs u, v, z,..., £ au nombre 
de m deviennent tous égaux; on aura 
d.u" = mu" du. 


Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la 
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règle des fonctions de fonctions. On sait que si l'on a 


x =¢(u) “ta f(x), 


on aura dy = (u) du, 
done, puisque DE MES A) 
on aura aussi d.u” = mu” du. 


Voici enfin une troisième méthode, plus directe que les 
précédentes. Donnons à x un accroissement quelconque 
A x et soit U ce que devient u; nous aurons 


x +Ar = U0, 
et, à cause de y = u”, 


Ay =U” — u” = (U — u) (U"—' + Uu +.. .+ u"), 


x A Au 
d'où Z= 


{Tri Tm—2 pn jo 
FTE au HUM a+... + am). 


Si l’on passe à la limite, U se confondant alors avec u 
P ; ; 


on a 


dy du z 
— —! pm m— di > 
ENT X mu" ou dy = mu u, 


40. Supposons actuellement que l’exposant m devienne 
égal à une fraction positive Zi on aura 


P 
x=u7, d'où y1—=w. 
Comme p et q sont entiers et positifs, nous pouvons, 


en prenant la différentielle des deux membres, appliquer 
la règle précédente, ce qui nous donne 

qy dy = puPl—' du 
ou qr1 dy = pur" ydu, 

p 
Mais PAET et E E 
E 

P 


ul 
donc dy == — du, 
qu 
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ou enfin 


En remplaçant Z par m, nous retrouvons la formule 


d.u” = mu"—\du. 


M. Enfin, supposons que m== — n, n étant d'ailleurs 
un nombre entier ou fractionnaire; on a 


1 
CES HPLC Qu = —;: 
? } u" 
A d.u” nu”—' 
par suite, dy ==- =- — r li, 
u‘ n 
ou enfin 
d'u = — nudu, 


ce qui donne encore, en remplaçant — 7 par m, 
d.u” = mu" du. 


Ainsi cette dernière formule est vraie, que l’exposant m 
soit positif ou négatif, entier ou fractionnaire. 


42. Cette règle sert à différentier les radicaux. 


I 
sn = = NUE du 
Ainsi, dYu=du#"=-"" du = 2 
n n yu 
Dans le cas particulier où #7 = 2, on a 


du 


d yu = —- 
2yu 


DIFFÉRENTIELLE D'UNE EXPRESSION IMAGINAIRE., 


43. On sait que les expressions imaginaires résultant 
du calcul algébrique peuvent toujours se réduire à la 


forme 
y =u+ e y=. 


Si, comme en Algèbre, Ÿ— + est assimilée à une constante, 
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on aura, par le changement de x en x + âx, 


y +A4y=u+ u+ (e + A0) y— i, 


et comme y=u+oy—i, 
=A 
on aura Ay = Au<+Avy—1; 
Fe as Ay Au Av 
d’où LT i 


= — — Y—1, 
âx Az Az 


dy du d 


et, à la limite, srl a = V=, 


ou enfin 
dy ou d{u+oÿ—1)= du + d y=. 


Ainsi la différentielle d’une expression imaginaire s’ob- 
tient comme celle d’une somme, pourvu toutefois que l’on 
traite ÿ—1 comme un facteur constant. 


APPLICATIONS. 


44. Les règles précédentes suffisent pour différentier 
toutes les fonctions algébriques explicites. 


SAME c 
1° Soit d'abord y= a + b ÿx — z 
Pour différentier cette fonction, on la met sous la forme 


1 
y =Aa+ bri — ca, 
et l’on obtient ; 


SE b 
dy = bæ VA de 2 ER 
= 2 Vz T? 
2 p d b ° 
d'où l’on tire er EA a E 
dz adr x 
20 TEP b c e 
Vz? zÿx La 
ou = 0 + 68 Beat E eat 
I. 2° édition. 3 
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Diflérentiant, on a 


dy = (- 2 brii 4 4 s _ 2er) dx 


3 3 
(ces Rs) de, 
3zÿa 3afx D 
d'où enfin, do | Léo 
dx Super 32 Vente 
8° y= (a + be) 
Posons a+ bz"=u; 
on à j'=u", 
par suite, dy = mu“ du. 
Or du = nba” dz; 
donc dy = mnb (a + be} at de. 


45. Nous allons montrer maintenant comment le cal- 
cul différentiel s'applique à la détermination de courbes 
jouissant de propriétés données. 


1° Trouver une courbe telle, que la sous-normale NP 
ait, pour chaque point, une longueur constante à. 
On aura, en supposant les coordonnées rectangulaires, 
NP = MP X tang PMN. 


Mais MP=y, tangPMN = tang MTN = dr. 


dx’ 
Fig. 5. donc 
x| d 
| — PP 4 
uA ET dx 
Il faudra donc poser 
T N ydy 
0! E =a 
1 
De là on tire 
ydy = adz, 
ou $ 
2 ydy = 2adz. 
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Or 

2ydy = d{ y?) 
et 

2adr= d(2az); 
done d (7) = d(2ax). 


Mais on sait que deux fonctions qui ont la même diffé- 
rentielle ne peuvent différer que par une constante : donc, 
en appelant c une constante arbitraire, on a pour l’équa- 


tion du lieu 
y'= 2axz+ c. 


Cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
le même paramètre 2a, et pour axe commun l'axe des x. 


2° Trouver une courbe dont la sous-normale soit une 
puissance donnée de l’abscisse. 


On aura 
Fer =, d, X =. ai , 
dx ; 2; m +1 
d'où 
yA — 2 gn + C. 
m+i 


3° Trouver une courbe dont la sous-tangente PT soit 
en raison inverse de l’ordonnée. 


Puisque l’on a PT = MP cot MTP = za, la courbe 


cherchée a pour équation différentielle 


ydr _ a 
a EE 
K s 2 ty 
On tire de cette équation dx = … - 
2 2 
Ot Ch JEEN PIY Her 
F Fr À 
a? 
donc Iz= 7 +c, 
ou ty == —a 
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Le lieu est une hyperbole équilatère qui a pour asym- 
ptotes l'axe des x et une parallèle à l’axe des y. 

4° Si l’on cherche la courbe dont la normale MN est 


constante, il faudra poser (fig. 5, p. 34) 


— — 2 d 2 
MP. NP = où 


dx? 4 
; M 17 po 
d'où 1 = yeyr 
et dr = PCA RAR 
ya — Pa 
d'où == ya@ = y’+c, 
et enfin (t—e} + y= a, 


La courbe cherchée est un cercle dont le rayon esta et 
dont le centre est sur l'axe des x. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES. 


46. Après avoir différentié une fonction d’une variable 
indépendante, nous allons apprendre à différentier une 
fonction composée de plusieurs fonctions de cette va- 
riable, et d’abord de deux. Ainsi, soit 


=); 


u et v étant deux fonctions de la variable indépendante; 
lorsque x devient x + Ax, les quantités u, v, y de- 
viennent respectivement u+ Au, v+ Av, y + Ay. Mais, 
au lieu de changer à la fois u en u+ Au, et v en v + Av 
dans f(u, v), il revient au même d'effectuer ces deux 
changements l’un après l’autre. Ainsi, l’on remplacera 
d’abord u par u + Au, en conservant à v sa valeur ac- 
tuelle, d’où résultera pour y l'accroissement 


flu + äu, ve) —f{u,e). 


Divisons cette différence par Au, et passons à la limite, 
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en regardant v comme invariable. On aura 


lim JU Es EP (RTE) : tane) Aye) =n A £) = y(u,v). 


On aurait, de mème, 


ALI de 2 A9 E A HS +) ir 2) 4 (ur, 0); 


donc, en représentant par g une fonction qui s'évanouit 
avec Au, quel que soit v, et par 6 une fonction qui s’éva- 
nouit avec Av, quel que soit #, on a 
(1) S(u+aAu,v)—f(u,;v)=[g(u,v) +a]au, 
(2) f(u,o+av)—f(u,v) = [p (u, v) +6]ae. 
Changeant u en u + Au dans l'équation (2), il vient 
(3) | f(u+Au,v+Av)—f(u +Au,v) 
l = [p (u+ 4u, 0) +614v, 

6’ désignant ce que devient 6 quand on y change u en 
u+ Au, et s'annulant comme 6 en même temps que Av. 

Ajoutant maintenant les équations (1) et (3) membre à 
membre et divisant par Ax, on a 


flusu, v+A4v) —f(u,v) 
âx 


Au åp 
=[ġ( u; v) Ha] tiple su, o) +6]; 


ce qui devient, à la limite, 


dy du dv 

73 = 9(e o) g Te v) T 
ou dy = q (u, v) du + ẹ (u, v) de, 
ou enfin 

dy dy 
(4) d= du + 7 dv: 
a UE à 

Il faut observer que, dans les dérivées partielles ati 


iables u et v doivent ètre considérées € e indé- 
les variabl tod tèt dérées comme ind 
pendantes, tandis que, dans les facteurs du et dy qui 
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multiplient ces dérivées, on doit regarder u et v conme 
des fonctions de x. 


47. Une formule analogue à la formule précéderte a 
lieu pour une fonction composée d’un plus grand nonbre 
de fonctions de la variable indépendante. Ainsi, soit 


A SAURE DE 
Ona 


Ay =f (u + Au, v + Av, z + 417) —f(u,e, 3). 
Si lon pose 


ir ly dy 3 
du F g(u, °; 3), Flu (u, P”, z), de = x ito, z), 


on aura, d’après les considérations qui précédent, 

(1) fa+aue,z)—f(u;e,s)=[y(uv, :)+ajau, 

(2) f(u, o + 40,2); —f(u,v,:)=[$(u,v, 2) +6]av, 

(3) flmo i+ as) — f(u, v, 2) = [x(u o 2) +y] az. 
Faisant varier u dans l’équation (2), on a 


flut du, v + Av, z)—f (u + Au, v, 2z) 
=| p (u + Aujo, z) +6] Ar. 


(4) 


Faisant varier u et v dans l'équation (3), on a 


(5) Su + Au, v + Av, z+ Az)— f(u + Au, v +- A», 2) 
= [x (u + Au,v + Av, 2) + y] åz. 


Ajoutant les équations (1), (4) et (5) membre à mem- 
bre, et divisant par Ax, il vient 
Ay Au 4 Av 
aT [o(u,v,z) + a) + [4 (a + Au;e;z) A 


+ [z(u + du, v + Ao, 2) +7] z, 
x 


et, à la limite, on a 
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ou enfin 


(6) dy = Ÿ du + Ÿ de 


De là on peut conclure en général que ła différentielle 
d'une fonction y, composée d’un nombre quelconque 
de fonctions de la variable indépendante, s'obtient en 
prenant successivement la différentielle de la fonc- 
tion y, par rapport à chaque fonction de la variable 
indépendante, dans laquelle cette variable seule serait 
supposée varier, et ajoutant toutes ces différentielles. 

Cette règle comprend comme cas particuliers toutes 
les précédentes sur une somme, une différence, un pro- 
duit,... de fonctions. 


EXERCICES. 
1. y=x(a+r)Va-x#, dy RER de, 
es (3a— 2x) yz dx 
2. => dy = =— —— . 
SEE 77 alaa) 
r=f(a+zx), dy = f'{a+x)adz. 
4. y =f{(a+bz), dy =2f'(a+bz)brdx. 
a ,(a\ dx 
5. r=f(£) dy=—af (£) s 
T+a 
8: szása) 
+r 
(a+b) f" (= ) 
2 ,fa+x æ 
dy SEE) dr EU vs 
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QUATRIÈME LECON. 
NOTIONS SUR LES SÉRIES. 


Définitions. — Théorèmes sur la convergence des séries, — Application à 


des exemples. — Limite de (: + 2)" 


DÉFINITIONS. 


48. Avant de passer à la différentiation des fonctions 
transcendantes, il est nécessaire d'établir quelques no- 
tions sur les séries. 

Une série est une suite composée d’un nombre infini 
de termes formés tous d’après une loi déterminée. On 
représente ordinairement par S, la somme des 7z pre- 
miers termes d’une série. Ainsi, u,, Us, U3,...,u, dé- 
signant divers termes successifs de la série, à partir du 
premier, on pose 


S, = + +us +... +u. 


Si, à partir d’une valeur de z suffisamment grande, S, 
approche indéfiniment d’une limite finie et déterminée, 
quand on prend z de plus en plus grand, on dit que la 
série est convergente, et la limite S-vers laquelle elle 
tend est appelée la somme de la série. La différence 
S —S,, que l'on désigne par R,, se nomme le reste de la 
série. On a donc, par définition, 


R, =S— S., ou S—=S,+R,. 


Si la somme des z premiers termes n’approche pas in- 
définiment d'une limite fixe, quand z augmente indéfini- 
ment, la série est divergente. 

Une des séries les plus simples est la progression géo- 
métrique 

An. iky ah, CAE, ART, 
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Cette série est convergente, lorsque la raison À est plus 
petite que l’unité. En effet, on a, quel que soit k, 


ali — 4") 


S, =a + ak + ak +... 4+ ak" = TEN. 
a ak" 
jar r EN Ÿ 


Or, si la raison k est moindre que l'unité, peut 


a 
1— À 


est la 


s 7 > 3 a 
devenir aussi petit que l’on veut, et dès lors ee 
limite vers laquelle tend S,. Si, au contraire, on ak > 1, 


la quantité peut surpasser toute grandeur donnée, 


ak" 
1— k 
et la série est divergente. Il en est de même si k = 1. 


THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. 


49. La somme d’une série convergente est une quan- 
tité déterminée qui souvent n’est pas susceptible d’une 
autre expression : elle peut être employée dans le calcul 
comme une fonction des lettres qu’elle renferme. Il est 
donc important de savoir si une série est convergente. 
Voyons donc comment on pourra reconnaître ce carac- 
tère. 

Pour qu’une série soit convergente, la condition né- 
cessaire étsuffisante consiste en ce que la somme d’un 
nombre quelconque de termes au delà du n°", u,, soit 
aussi petite que l’on voudra, si n est suffisamment 
grand. Cette condition est nécessaire puisque, les deux 
sommes S, et S,,; devant converger vers la même limite 
lorsque » est de plus en plus grand, leur différence doit 
tendre vers o. Elle est suffisante, car si 


Ungi F Unya Fee -4 Unti 


est compris entre — 6 et +£; Sapi sera comprise entre 
S, — € et S, + £, quantités qui se rapprocheront de plus 
en plus à mesure que z augmentera, ¿į restant le mème, 
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mais pouvant d’ailleurs être supposé aussi grand qu'on 
voudra. 


50. De cette proposition résulte la suivante : qu’à par- 
tir d'un terme u,, n étant assez grand, les termes doi- 
vent finir par devenir plus petits que toute quantité 
donnée. Mais cette condition, qui est nécessaire, n’est 
pas suffisante. Ainsi l'exemple ci-dessous, 


1 1 ! I 1 I 
ler cet — RTE PR 
FES gi n REE nkan, AE PEP 
offre une série dans laquelle cette condition est évidem- 
ment remplie, mais qui néanmoins n’est pas convergente, 


car, en groupant les termes comme il suit, 
IE dy U A KERA. +(3+3+i+s) 
2 EE 1 57 6,7: ,6 


+(+. +(5 tntg )teo 
9 167 17 


on voit que chacune des sommes renfermées entre paren- 

1 . . 
thèses est plus grande que 7? et, comme il y en a une infi- 
nité, la série a nécessairement une somme infinie. 


51. En général, pour reconnaître si une série est con- 
vergente, on compare ses termes, à partir d’un certain 
rang, à ceux d’une autre série qu'on sait être conver- 
gente, et s’il arrive que les termes de la première soient 
inférieurs ou au plus égaux à ceux de la seconde, alors 
cette première série est convergente. On peut se dispen- 
ser de comparer les premiers termes. 

En comparant une série à une progression géomé- 
trique, on est conduit aux théorèmes suivants. 

52. Taéonime I. — Une série dont tous les termes, 
ou du moins les termes très-éloignés, sont positifs, est 
convergente si, à partir d'un certain terme, le rapport 
d'un terme quelconque au précédent est plus petit qu'un 
nombre déterminé k, qui est lui même plus petit que 
l'unité. 
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Ainsi, supposons qu’à partir de #, cette condition soit 
remplie. On aura, m étant plus grand que », 


Uni Amy 
m3 Unis y 


et à fortiori PAR CRT nt 
de même Unes A Um y 
naag Ma 


on aura donc 
Ungi + lmp À mps H eee + ni Cm (ER HS + +k). 


k— ķi+' 
Donc lagi H Um Fe. 2 + mi < Um DFE a 


k — ir 
1— À 


Or 


est une quantité finie, quelque grand que soit i, puisqu'on 
suppose k< 1; d’ailleurs un < A"-"u, peut devenir plus 
petit que toute quantité donnée, en prenant m assez grand ; 
par suite le reste umpi H Umpe + «+: + Ungi peut deve- 
nir inférieur à tout ce que l'on voudra, en prenant m 
suffisamment grand. Donc la série est convergente. 

Au contraire, la série est divergente si l’on a k>1. 

Effectivement, si à partir de u, cette condition est rem- 
plie, les termes deviennent de plus en plus grands. 


53. Taéonime Il. — Une série à termes positifs est 
convergente, si, à partir d'un certain terme, on a con- 
stamment 

Vu kis 
En effet, on aura, d’après cette condition, 
Us + Unes E ne CRI EAU EE A AM, 
k— kit 
oubien pyiA tnya +.. 24 turi LA =ni 
Fa 


d'où l’on conclut, comme précédemment, que la série est 
convergente, 
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Au contraire, la série est divergente, si l’on a toujours, 
à partir d’un certain terme, 


Vank 


Et, en eflet, comme de là on déduit u, > k”, il s'ensuit 
qu'en prenant n suffisamment grand, u,, et à fortiori 
le reste de la suite, sera plus grand que toute quantité 


donnée (50). 


54; On a supposé jusqu’à présent que tous les termes 
de la série, ou du moins les termes très-éloignés, étaient 
positifs. Soit maintenant une série dont les termes aient 
des signes quelconques. 

Si la nouvelle série qu’on obtient en prenant positive- 
ment tous les termes au delà d’un certain rang est con- 
vergente, la série proposée le sera aussi. Effectivement, 
le reste de la série donnée a une valeur absolue moindre 
que le reste de la série transformée; par conséquent, il 
peut devenir moindre que toute quantité donnée. 

Cette condition de convergence est suffisante, mais non 
pas nécessaire. 


55. Taéonème I. — Une série est convergente quand 
les termes éloignés sont alternativement positifs et né- 
gatifs, et vont en décroissant indéfiniment. 


En effet, admettons que cette loi se vérifie, dans la série 
U, Flat Us Hess Hliny + Ungs + Unga. + Up. 


à partir du terme w,,, que nous supposerons positif. 
Appelons U,;:, Ungo, Us, etc., la valeur absolue des 
Lermes Unyi, Una Unyss EC. On aura, p étant > n, 

S= Sa + (Ungi — Unz) + (U,::— 5414) H..., 


et par suite 
5, Sa: 


On a aussi 


S, = S, + Ur 27 (Us: _ U,::) x > (Urs “ah U,::)- ye 
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Sous cette forme, on voil que 


S, < Sa + Us; 
donc on a 


S< Sp Sa + U, +1. 
Donc S, est toujours compris entre S, et S, + U,,:, et 


comme U,,;, peut devenir aussi petit que l’on voudra, la 
série est convergente. 


56. On considère quelquefois, dans le calcul, des séries 
imaginaires de la forme 


(u, +o V1) + (us +o V= unt (ut er) +. 

Une pareille suite sera convergente, si les deux sommes 
Ut. nos MH. + +..., 
sont elles-mêmes des séries convergentes. 


ÉTUDE DE QUELQUES SÉRIES. 


57. Nous allons appliquer les règles précédentes à quel- 
ques exemples. 
z’ z" 


Ae A T TE PA AT 


a? 
TONER rear -H 
1.2 


Cette série est convergente, quel que soit x. En effet, 
on a 


æP 
u 
A EE RER 
t s e 
et aussı RaT 
AT RRS Ii) 
d'où Hs 


On voit par là que le rapport d’un terme au précédent 
finira toujours par devenir plus petit que tout ce que l’on 
voudra, et, par conséquent, plus petit qu’une fraction 
quelconque k. Donc la série est convergente, et cela que x 
soit positif ou négatif. 

On peut savoir quel est, dans cette série, le plus grand 
terme pour une valeur donnée à x. 
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Supposons que lon ait 
CPR EU À AT 
le plus grand terme sera 
g 


Tt Ya A Bn, 


En elfet, on peut mettre ce terme sous la forme d'un 
produit 

T x v Tr 

EXEN Xe.1X = 

RQ TS: i 
composé de facteurs plus grands que ı : tous les termes 
précédents sont moindres, puisqu'on les obtient en sup- 
primant dans celui-ci un certain nombre de facteurs plus 
grands que 1 : tous les termes suivants sont aussi moin- 
dres, puisqu'on les obtient en multipliant celui que nous 


52 RT T T£ . 
venons d'écrire par des facteurs — , ——;,..., moin- 
LT 272 
dres que l’unité. 
Supposons qu'on s’arrète à IE PRE, qu’on veuille 
152-8570 


avoir une limite supérieure du reste R,. On aura 


x" £ F 
R, = — + -m +... lo 
al (n+1)(2 +2) |: 
d’où 
R, <-> zm æ 2? æ Ty 
PER" ati fai) rip Lo |: 


ou, en supposant n +1 © x£, 


æ z 
DAT .n k n+ — z 
ou, enfin, 
ere 1 
|‘ -S cl 2 


o2... R R-t 


2° Les différents termes de la série 
æe ar 

1+ zcost + -— cos2 z+... +H CcOSA2T +.. 
t2 242: ..2 


sont plus petits que ceux de la série précédente. Donc 
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la nouvelle série est convergente à plus forte raison. 
m T° 


F~ r. r F 
3° +++. + +... 
1 2 3 n 


On a, dans cet exemple, 


Kar: LE e f . 
lin n-+1ı 


Comme ce rapport tend vers x à mesure que n aug- 
mente, il en résulte que la série est convergente pour les 
valeurs de x comprises entre — 1 et +1. 

On arrive à la mème conclusion en appliquant le second 
théorème (53). 

On peut facilement trouver une limite supérieure du 
reste R,. En effet, on a 

pHo ant a+ 


k CE 
RAIA A PRL Si: 


(rtrt...) 


ou, puisque x est moimdre que t, 


R ar! 1 
: nH1 IF 
4 + me + M ag., 
m(m— x). sim rRHN este. 
EC ES 


On a, dans cet exemple, 
Re a ) 
Up P P 
Par là on voit que si l’on a x < ı et © o, les termes 
finissent toujours, quand p est suffisamment grand, par 
devenir alternativement positifs et négatifs, et par dé- 
croître indéfiniment. Donc alors la série est convergente. 
Elle l’est encore si l’on a x < o et que sa valeur absolue 


. . . p+ 
soit plus petite que 1; car, dans ce cas, le rapport Z= 


finit toujours par être, en valeur absolue, constamment 
pluspetit qu'une fraction quelconque 4 plus grande que x. 
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Si x, positif ou négatif, est plus grand que 1, la série est 


: m +1 : . 
divergente, car (=) æ finit toujours par sur- 
passer 1. 
5° La série 
I 1 I 
(1) ERAO A e 


est divergente pour m =1 ou m< 1, et convergente 


pour m>. 


En eflet, quand m = 1, on a 


I L I 
(2) HT S EE 
série dont la divergence a été démontrée (50). 

Quand m est < 1, la série (1) est à plus forte raison 
divergente, puisque ses termes sont plus grands que les 
termes correspondants de la série (2). 

Soit ensuite m œ> 1. Ona 


ten 1 
TPF P= F: À 
Ce rapport, quoique constamment plus petit que l'unité, 
finira toujours par en approcher autant qu’on voudra. 
On ne peut donc pas appliquer le premier théorème (52), 
mais on démontre la convergence de la série pour m > 1 
en groupant les termes de la manière suivante : 


I I I I 
+ (+ + (+5 += pre (gt) + 
d’où lon conclut que la somme des termes est moindre 
que 


1 a AA DE ni 
He Ẹ Fa EX 4 


c’est-à-dire moindre que la somme de la progression géo- 
‘métrique décroissante 


Fi ch o 
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6° Si dans la série 


2 2] 


T E 
E e A CR 
: e E, 
on fait BA, 
on obtient la série numérique 
I 1 1 I 
2+ — + — + — +t... t — TET 
RTS TEA e TA e E 


série convergente, puisqu'elle est un cas particulier d'une 
série qui est convergente, quel que soit x. On en repré- 
sente la somme par la lettre e. 

Le nombre e est compris entre 2 et 3; car on a évi- 
demment 


er>2 
1 


1 1 
et 2 — — rs NS 
RAY; t =; 


ou eZ 3. 


Il est facile de trouver une limite supérieure du reste R, 
de la série, ou de la somme 


— m t c +... 
1.2.3...n(n +1) 1.2.3.. .0(n + t) (n+ 2) 
car on a 
1 I 1 1 \ 
R< — | —— +- t+ +... 
ea 3 mhn tutt } 
ou Ra < ; ME 
PEU PEUT OS 


On voit que la convergence est très-rapide. Les onze 
premiers termes donnent en effet e = 2,7182818, valeur 
approchée à un dix-millionième près. 


2 Vi À 
LIMITE DE (1+ 5) QUAND mM CROIT INDÉFINIMENT. 


58. Le nombre e est la limite vers laquelle tend la 
quantité (: + 1y quand m croit indéfiniment. 


I. 2° édition. 4 


AYYCZNY 
aarszaweklege 


O 


5o COURS D'ANALYSE. 
Supposons d’abord 7 entier et positif. On a 
k r\” 1 mim—1) 1: 
(> MST. 
m 152 m? 
m(m—1ı).:-.(m— n1) ı 
EA E m" 


ce qu’on peut écrire 


R eE E. 


Ga 3 1.3.3 
f 12) Ca) ki 


Les termes de ce développement au nombre de m sont 
tous, à partir du second, plus petits que les termes de 
même rang dans la série qui représente le nombre e, et ils 


RE 3 AL 
augmentent avec m, d'où il suit que [1+—) augmente 
á m 


avec m, en restant toujours < e. Les numérateurs des 
premiers termes, qui sont 


Eya (r— 5) (:- Z) 


approchent indéfiniment de l'unité, quand m croît jusqu’à 
l'infini ; et, par conséquent, ces termes tendent à devenir 
égaux à ceux de la série e. Mais il n’en est pas de même 
pour les termes très-éloignés; car si, par exemple, n — ı 


RS .. Rs} 

était la moitié de m, le facteur 1 — rm. dans le 
A CR | . 

n'ème terme, serait et le numérateur de ce terme serait 


Là T Cependant, en prenant m très-grand, et négligeant 


dans les deux séries les termes très-éloignés qui font une 
très-petite somme, on conçoit que l’une des séries dif- 


fère infiniment peu de l’autre, et qu'ainsi (: + ay doit 


s'approcher indéfiniment de e. 
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59. Au surplus, en voici la démonstration très-rigou- 
reuse., En s’arrêtant au 7" terme, on a 


rs (ES) 


I m 
(+2) ARA 


Quelque grand que soit n, on peut prendre le nombre 
m, qui est indépendant de », tellement grand, que le nu- 


mérateur 
I- — net A À Los , 
m m m 


qui est inférieur à l'unité, surpasse 1— €, £ étant un 
nombre déterminé aussi petit qu'on voudra. Car ce 


7 ; n\n . 
numérateur étant plus grand que (a -- z > il suf- 
fira de poser 

R — I \"' 
(: Fo ) DIE, 
d’où l’on tire m> ias 
1— yi—: 


Alors, dans le développement de (a = SE les numéra- 


teurs des termes jusqu’au n°" étant tous œ> 1— €, on 
aura, en les remplaçant par 1 — € et négligeant les termes 
qui suivent le n°", 


1\” 1 ' 1 
(1+5) > 2 #(—0( =) 


et à fortiori 


I I 
-CEE e + A 


é. 


(+i >2+ $ 
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puisque la somme 


(qui multiplie £) est 


i I 
+ — … ou 1. 
LE aT < 


On a d’ailleurs (57, 6°) 


Pt M A. + 3 d 
e — bes — — —. 
1.2 M 2,85, 1.3.3...71n 


Ayant ainsi deux quantités qui renferment entre elles 
EAS . 
eel (: -= z) > on aura, en comparant les différences, 
/ 1 1 r 
e—|i+— —— -+s 
( =) SA SET n 


et comme on peut supposer z aussi grand et € aussi petit 
qu’on veut, en faisant croître m à l'infini, on voit que e 


SRE ` PAT 
est la limite vers laquelle tend (: -— 5) - 
m 


60. On obtient la même limite quand m cesse d’être 
un nombre entier. Dans ce cas, m tombe entre deux en- 
tiers consécutifs p et p + 1, et l'on a 


De ar a ET 


ou 


et 
A G A T 1 
paze er Earl 
Quand m croît, ces deux quantités, entre lesquelles la 
p'\” . . à 
valeur de (: +i) est toujours comprise, tendent l'une 


et l’autre vers la limite e (puisque p est entier). Donc 


/ \ = 
(1+ =) a la même limite. 
\ m) 
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61. Enfin, si l’on fait m négatif, m = — p., on aura 
i en PME à ‘00 2 p— 1 PT pe 3 
( +) =: k) ( g ) isa 
I 2 É 1 =i f 1 
as) 


quantité dont la limite est encore e, quand y devient 
infini. 


62. Le nombre e est incommensurable. En effet, si e 
PRE a . 
élait un nombre commensurable g On aurait 
a à I I £ 1 bii 
-= 2 — rn — Á oee e 
b EE 140 1.2.. b(b +1) 

I 
152.30 
mier membre, multipliant par 1.2.3...b, et désignant 
par N un nombre entüer, on aurait 


En faisant passer 2H ++ dans le pre- 


N = —— p à 
b+i BUES EE A 
On a donc 
h S 0: 
D'ailleurs 
1 n 1 eon | 
b+i TETO ET DST TE EPA UNE arae BE ve: 


donc 
1 
b 
. . . è r 1 
On aurait ainsi un nombre entier compris entre o et 3 


ce qui est absurde; e est donc incommensurable. 
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CINQUIÈME LEÇON. 
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Différentiation des fonctions logarithmiques, — des fonctions exponen- 
tielles, — des fonctions circulaires directes, — inverses. 


FONCTIONS LOGARITHMIQUES. 


63. Soit y le logarithme de x dans le système dont la 
base est a, de sorte que 


ted 


On a 
y+ Ay = log(x + âz), 


d’où sy = log (z + Az) — loga = log (1+ $7) 


lo Az 
Ay 5 AY - 


et — = 
Az Ax 


. T 
Si l’on pose Ax = —; on aura 
m 


Ay _m, a L 1\” 
a i a ss Vice du 


Si l’on fait croître m indéfiniment, A x diminuera jus- 


TE Se er 
qu'à zéro, et (: Ea =) atteindra sa limite e (58); donc 


A d 
lim=Z ou z = - loge, 
` dx 
d’où dy ou d.logr— Z log e. 


64. Quand on prend le nombre e pour base, les loga- 
rithmes appartiennent à ce qu’on appelle le système né- 
périen : nous les désignerons par l. 
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Dans ce système, on a le = 1, et, par suite, 


diz = —: 
£ 


Il est facile de passer d’un système quelconque au sys- 
tème népérien, et vice verså. 
En effet, l'équation 


x ga 
donne lr = yla = logzla. 
En faisant x = e, il vient 
ı = loge.la, 
d'où loge = 
puis logz = lx X E == Jæ < loge. 


I . 
Le facteur constant — ou loge, par lequel il faut mul- 


tiplier le logarithme népérien d’un nombre pour avoir son 
logarithme dans le système dont la base est a, est appelé le 
module de ce dernier système. Quand a = 10, le module 
est 
loge = 0,4342945. 

En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires 
par ig” l.10 qui est 2,3025851, on aura les loga- 
rithmes népériens. 


65. La règle de la différentiation des logarithmes est 
souvent utile pour différentier d’autres fonctions. 

Ainsi, on peut s’en servir pour diflérentier u”, quel que 
soit m, u étant une fonttion de la variable indépendante. 
On pose 

FE d'où —= nié, 


et, en différentiant, il vient 


dy du 
= M — 3 
Y u 

ou ~ d, u” = mu™—' du. 
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Soit encore un produit de plusieurs fonctions de x, 
tel que y = uvz. 

Comme il pourrait y avoir des facteurs négatifs, éle- 
vons au carré, et prenons les logarithmes; il viendra, 
après avoir diflérentié et divisé par 2, 

dy _ du d, de 


pe. | 


r u v z 
résultat déjà obtenu par une autre méthode. 


66. Exrmrzes. 


r° y =} (s4 yo + 2°). 
On a 
rdr 
dr: + — = 
re Va: +7 BA dx 

z+Va+s yare 

2° NS ai . 
Va + x? 


On remarque d’abord que 


l z =le = yep a; 
yao + r’ 
d'où l _ de rx 2: a° dx 
: PT TRE RT TR) 
3° y =ill(z—a}"(e— be — ch... 


Cette quantité est égale à 
m(x — a) + nl(x— b)+ pl{z—e) +... 


done . 


dy m n P 
s= S RE a 
S anat ooa 59 


Si l’on pose 
(z— u)" (x — b) (x — cy... =f (x), 
on aura encore ; 
dy _d\f(x) _ S'{x), 


dx dx fx) 
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il en résulte 


F E. im n P 
P a R Re 


formule qui sert de base à la théorie des racines égales. 


FONCTIONS EXPONENTIELLES. 
67. Soit 
J =, 
u désignant une fonction quelconque de x. En prenant 


les logarithmes des deux membres, dans le système népé- 
rien, pour plus de simplicité, il vient 


d 
ly= ula, d'où z = ladu, 


c'est-à-dire 
d.a“ = a“|a du. 


68. En particulier, si a=e et u= x, on a 


d.e = edz, 


de sorte que la fonction e* est égale à sa dérivée. 
On peut se demander si cette fonction est la seule qui 


jouisse de cette propriété. Pour répondre à cette question, 
posons 


dy 
dx =y 
. + (4 
on en tire 7 ou diy =, 
y 
donc ly =z+c, 


Ps CNE EE 0 
et, remplaçant ce“ par C, 
y= Te, 


ce qui montre que la fonction inconnue doit être le pro- 
duit de e” par une constante. ; 
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69. ExEMPLES. 


ad Jaen 
v et u étant deux fonctions de x. On a 
ly = ulo, 
E l 
d’où re APR e, 
y o 
dy = ydule ST u dv 
p ’ 


ou bien encore 
dot) = o lodu + o~ udv. 


Ce résultat pouvait d’ailleurs être obtenu en appli- 
quant la règle des fonctions composées (47) 


2° y = as, 
dy = ařzlabždz + ař*btxlalbdz. 


FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES. 


70. Commençons par établir d’une manière précise 
sous quel point de vue les fonctions circulaires sont con - 
sidérées dans le Calcul infinitésimal. 

Dans ce calcul, comme dans la Trigonométrie, les no- 
tations sinx, cosxr,.… représentent les rapports des droites 
ainsi nommées au rayon du cercle auquel elles appar- 
tiennent; ce sont donc des nombres abstraits. La lettre x 
représente la longueur d'un arc rapportée au rayon pris 
pour unité; c'est encore un nombre abstrait. Alors le 
nombre 7 = 3,1415926 est la longueur de la demi-cir- 


z A t T 
conférence dont le rayon est l'unité; — est la longueur 


180 
de l’are de 1°; et T est Ja longueur de l'arc de z degrés, 


de sorte que l’on a, si z est le nombre des degrés contenus 


dans x, 


nz 180° | 
s = 2 = X z = 57°16 i 


. ld 
L’arc égal au rayon est environ de 57°10. "1 
5 J } 
i 
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71. Sinus. — Soit 


y= sinz. 
On a 
y +4y = sin (z+ 4z), 
d'où Ay —=sin(x + Ax)— sinz; 


ou, d’après une formule connue, 
Lt I 
AY = ur Az cos (+ +ias). 


Si 
sin- Az 


A I 
Donc Re Xx cos(r +-Azx): 
Az I 2 
—Ar 
2 
aR 3 
sin— Az 
. 2 e re 
Maintenant Ax devenant nul, ———— a pour limite 1, 
1 
— Az 
2 


1 Tai ne 
et cos (x + 1z) se réduit à cosx; donc il vient 


A == COS£, 


dx 


ou 
dsinx = cosx dr. 


Cette formule montre que le sinus d’un arc augmente 


> SR EA Š 
quand l'arc croît de o à ca diminue quand l'arc croît 


CE š 
de = à T, etc., comme on le voit sur une figure. 


72. Cosinus. — De la différentielle du sinus, il est 
facile de tirer celle du cosinus. En effet, on a 


' ( ) 
cosz = SIN | ~ — z 
2 
dcosz = d sin (z—:) = cos (3) d (5) 
2 2 2 


et 
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ou 
d'cosz = — sin zdz. 


73. Tangente. — La différentielle de la tangente se 


déduit de la formule 
PORTS nz 
tangz = ETT ’ 
qui donne 


cosz d sinz — sinz dcosz 


d tangz = 
5 cos?’ z 
ou 
dz 
d tangz = . 
cos?z 


On trouve de la mème manière 


d cotz = — ER 
sin? z 
On voit que si l'arc z augmente, d tangz est toujours 
positive, et dcotz toujours négative, c'est-à-dire que la 
tangente augmente sans cesse avec l'arc, et que la cotan- 
gente, au contraire, diminue continuellement. 


74. Sécante. — On a 


A I 
secz = 


5 
cosz 
ai 
d’où 
i sinzdz 
d sêcz = — 
cos" z 


75. Ces règles suilisent pour diflérentier toutes les fonc- 
tions circulaires directes. En voici quelques exemples : 


1° d sin (ax + b)= a cos(ax + b)dx; 
; dr 
a° d\sinx = 2 
tony x 
a" d'sin"z = m sin" x cos x dx; 
tang x 2x — sin2x 

4° d —— = ——— dr; 

a 24? COST 

sing è æ coss — sinx cosx (zx — tangs 
5o: i d —— = 1m dx = cosg (z ange), 
v x? x? 
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Cette dernière différentielle, étant négative quand x est 
<T, fait voir le rapport puis: va sans cesse en dimi 
ait voir que — = : - 
CS q pp x£ 


nuant, lorsque x croit de o à x. 


FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES. 


76. Les fonctions circulaires inverses sont celles dans 
lesquelles on regarde un arc comme fonction d’une de ses 
lignes trigonométriques. On représente l'are dont le sinus 
est x par la notation arc (sin = x), ou plus simplement 
par arcsinx. On écrit de même arc cosx, arc tangx. 


Are sinus. — Soit d’abord 
z= arcsinu, 


u étant une fonction de x. On aura 


u = sinz; 
d’où f du — dz cosz, 
du du 
et dz = = 
cos z yı Der 
ou 
s du 
d arc sin u = ——————. 


yI— u 


Comme y1— u? remplace cosz, il faudra donner à ce 
radical le signe de cos z. 


77. Arc cosinus. — Soit 


z= arccosu, d'où u = cosz; 


on aura 
du = — sinzdz; 
d'où di = — Si = — Me de . 
sinz Vi 
Ainsi 
du 


d'arc cosu = — ———: 
V1—u? 
Comme Vi — x? remplace sinz, il faut donner à ce ra- 
dical le signe de sin z. 

A cause de la double valeur de y1 — u’, on voit que, 
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pour une mème valeur de u, les différentielles de arc sin u 
et de arc cosu sont égales et de signes contraires, ou bien 
égales et de même signe, ce qui tient à ce que ces deux 
arcs ont suivant les cas une somme ou une différence 
constante. 


78. Arc tangente. — Soit 


z—arctangu, doù tangz = u. 


On a ; 
dz 
— = du; 
cos?z 4 
x` l 
d'où dz. = du cos'z = rs = 
1+ u?’ 
du 
donc g TE 
On trouve de même 
du 
d'arc cot u = — ——. 
1+ u’ 


On voit que, pour une même valeur de u, darc tangu 
et darccotu sont toujours égales et de signes contraires. 
En effet, les arcs correspondants ont toujours une somme 
constante. 


79. Exemrzes. 1° 


yV2ar =r _ 9 2V2ax — x° dx 


darc an e ee ne Ta ee REA - 
== € Vz2ar— x 
a’ 
2° d'arc sin (2x À cer) PE 
Vi» 
du — 
3° darc tang (2) = de Hdi à 
d u? + 0? 


On trouve par cette formule que 


z dz . 
d arc tang ———— = r=: 
EE rer Vi x 
LA 
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Ce résultat pouvait être prévu, car 
dx 


—— arc sinx = arc tang 
Vi— z 


= daresinzx, 


r= g 
uyo _ (1— w)(du -+ de) + (u+ v) (udv + vdu) 
Er EE A EN N ANAN 

(+) du + (1+ w?) de 
T (+ #)(+ e) 


4° darc tang 


u +v du do 
ou d'arc og el 


résultat facile à prévoir, puisque 


u 
arc tang 


La 
= arc tangu + arc tangy. 
Y 


80. Les exemples suivants, où toutes les fonctions trans- 
cendantes sont combinées entre elles, fourniront l’occa- 
sion d'appliquer les règles trouvées dans ce chapitre. 


EXERCICES. 
1, y=, dy = mr" e" dx. 
26 —= Pme dy = cosx e™ dx. 
Jr dy = (1 + tang’ x)e"5* dx. 
4 y=ams, dy = a (cos. +) dr. 
5. yes dy = ——— e" dy, 
y Ve 7 
6. y=" cosbz, dy =—e"* (2x cosbx + bsinbx)dx. 
7. y =l(cosx), dy = — tangs dx. 
2dx 
8. y=1(tangz), d= 2E. 
9. y=sin(Ix), dy = = cos (læ)dz. 
10. y =sin"zx cosy dy = sin™— x cos" x (m cos z — nsinx)dr. 
dx 
H. o. AEE DE = 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


F4 
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acoszr-+b 


= arc COS —— ; 
b cos. + a 


y= arctang(/1+2— x), 


y 


y= 


T—a 


DA 
ES, 


= arc tang 


= arc tang © 


y = (arc cosy1= 3), 


y= 


= 2087 
1 + cosa” 

__Sinz(2+e cosx) 

~  (i+ecosx) ? 


dy = 
dr 
dy = 


dy = 
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r; 


(b—a)dx 
(za (br T 
TAEC. A 
+(ar+ b)? 

dæ 
Vi r arcsinz 


sins- cosr 
sinxz 

3c+(2+c°)cosx 
(1+e cosx} 


dx. 


dx. 


g 
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SIXIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. — CHANGE- 
MENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 


Fonctions implicites données par une seule équation. — Elimination 
d’une constante entre l'équation proposée et l'équation qu'on obtient 
par la différentiation. — Fonctions implicites données par un nombre 
quelconque d'équations. — Dérivées et différentielles successives. — Du 
changement de la variable indépendante. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES DONNÉES 
PAR UNE SEULE ÉQUATION. 


81. Nous savons (5) qu’on nomme fonctions implicites 
celles qui sont liées à la variable dont elles dépendent par 
une ou plusieurs équations non résolues. 

Supposons d'abord deux quantités x et y liées entre 
elles par une seule équation 
(1) f(z, y) =0; 
et soit x la variable indépendante. On peut trouver dy 

dy SMET PR 
ou z sans être obligé de résoudre l'équation par rapport 


à y. En effet, si l'on tirait de cette équation la valeur de y 
en fonction de x, y = (x), en mettant (x) à la place 
de y, on aurait identiquement 

Siz, g(z)] = 0. 
Donc la différentielle de f(x,y), prise en regardant y 


comme une fonction de x, doit être identiquement nulle, 
et, d’après la règle des fonctions composées (47), on a 


PEN ATA 
(2) “br bd 


I. 2° édition. 5 
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d'où l'on tire 


df 

dy dx 

(3) de A 
dy 


Ainsi, la dérivée de la fonction implicite y s'obtient 
en divisant la dérivée du premier membre de l'équation 
prise par rapport à x; par la dérivée de ce membre prise 
par rapport à y et en changeant le signe du quotient. 


82. Lorsqu'on a l'équation d’une courbe sous la 
forme (1) la règle précédente permet d'obtenir le coeffi- 
cient angulaire de la tangente menée par un point quel- 

Star : 
conque de cette courbe, c'est-à-dire Le sans résoudre 
l'équation par rapport à l’une des variables. En voici 
quelques exemples. 

1° Soit l'équation de l’ellipse 


ay + hr el, 
En diflérentiant, on a 
24 ydy + 2b ædt = 0; 


d'où e Aea 


L'équation de l’ellipse donne deux valeurs de y, 


= b) 2 n= b fa? 2 
e N n EE A AA 
dy . 
auxquelles correspondent deux valeurs de zg qui sont 
dy, b r ds b x 
dr. aja —x dt aan 


l 
En général, = a 
g zz ê autant de valeurs que y. 
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2° Soit l'équation 


Ay” + Bz'+ Cry1—= o, 
on en tire 


mAy" "dy +nBa"— dr + pCa- yIde + qC y1-'dy = 0, 


d’où 
ar. nBzt "+ perty 
de mm Ay" + qy ae 
3° Soit D +y?’ — 3axy = 0; 


on en déduit 


Comme, en général, à une mème valeur de x répondent 
trois valeurs de y ou trois points de la courbe, il y a aussi 
: d 
trois valeurs correspondantes de “-. 
dx 
4° Soit encore l'équation 
P 


at sin "7 LE 
s 1 TV, 


qu'on ne pourrait pas résoudre par rapport à y ; elle donne 


2 C0 TT (dx + dyx}= dy + ydzx; 
d'où 
Aa 
+s y— acos 
dx z 
cos — r 


ÉLIMINATION DES CONSTANTES. 


83. Entre une équation donnée et l'équation qu'on en 
tire par la différentiation, on peut éliminer une constante; 
ilen résulte une nouvelle équation qui exprime une pro- 
priété de la tangente, commune à toutes les courbes que 


5. 
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représente l'équation proposée, quand on y donne difé- 
rentes valeurs à la constante. 
Ainsi, soit E A H 

on en tire ydy =adzx, 
puis, en éliminant a, 

ES 

— = 247. 

Y dy 


C'est-à-dire que, dans toutes les paraboles qui ont le 
méme axe et le méme sommet, la sous-tangente ést 
double de l’abscisse du point de contact, quel que soit le 
paramètre 2a. 
L'équation 
y` = 247 +a’, 


qui représente une suite de paraboles ayant le même axe 


x Fig. 6. et le même foyer, conduit, 
par l'élimination de a, à 
d l'équation 
f N s(a) + "12 
LL if de L Pate D 
1 CPAS d'où 
dy mt Vr? + 7° 
dx e 2 4 
ou 
dy ——— 
PL RENSTIS 
F l 
mais æ = FP, FT = =PN, ye +y = FM; 


on aura donc 
FM=FN, puis FM=FT. 


C'est-à-dire que dans toute parabole le foyer est égale- 
ment distant des points où la tangente et la normale 
rencontrent l'axe, ainsi que du point de contact. 
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FONCTIONS IMPLICITES DONNÉES PAR PLUSIEURS 
ÉQUATIONS. 


84. Deux fonctions implicites de x, savoir y et z, étant 
données par les équations 


(1) f(t; 752) =0, 
(2) a E PES a E 

IN ar dz À 5 
on peut obtenir {T7 sans les résoudre. En effet, 


si l’on portait dans les équations (1) et (2) les valeurs 
de y et de z en fonction de x qu’elles déterminent, savoir 
y=9(x) etz—4% (x), les premiers membres. 


Sir, e(z) t (2)]), F[z, ef), #(z)] 


seraient identiquement nuls; donc leurs différentielles 
seraient nulles aussi. Il faut donc égaler à zéro les diffé- 
rentielles de f (x, y, z) et de F (x, y, z), en y regardant 
y etz comme des fonctions de la variable indépendante x. 
On obtient ainsi 


FR ARE. PONS LE 
(3) + Fr — dy + — + dz= 0, 
dF dF dF 
S d= 
(4) r daki a 
2 ; š dy dz 
equations qui renferment les deux inconnues — et — 
LT 


au premier degré seulement : on en tire 


dy _ dr dz dz dx 
de dfdF dfdt’ 


dz _ dy dx dx dy 
dx  dfdE dfa 


dz dy dy dz 
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Si l'équation (1) ne contenait pas x, on aurait 
d 
L'ANPE 
dx 


et l'équation (3) deviendrait simplement 


ar + us = 0; 
d'où l’on tirerait 
df 
dë dy 
dy  df 
dz 


Cette dernière expression est le rapport des diflérentielles 
de z et de y considérées comme fonctions de x; mais c'est 
aussi bien la fonction dérivée de z considérée comme 
fonction de y, en regardant y comme une variable indé- 
pendante. En effet, z étant fonction de y, en posant 


z=q(y) 
et prenant les difiérentielles par rapport à x, on a, Q'a- 
près la règle des fonctions de fonctions, 


dz 
dz = x (F) ‘où + = —. 
Lan: Ent: (rie a 


85. En général, si l’on a z équations entre n + 1 varia- 
bles, une seule sera indépendante et toutes les autres se- 
ront fonctions de celle-là. On égalera à zéro les difiéren- 
tielles des premiers membres de toutes ces équations; on 
aura ainsi z équations où dx, dy, dz, etc., entreront au 


; ; RAA . dy 
premier degré, et d'où lon tirera les valeurs de ETU 
? T 


dz 
Fr etc. 
86. Soient, comme exemple, les deux équations 
(1) a+ +r=#, 
(2) ax + by + cz + h —0, 
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on en tire, par la diflérentiation, 


dx + ydy + zdz = 0, 
adx + bdy + cdz = 9, 


d'où 
dy az— cr 
(3) de ey — bz 
dz br—ay 
(4) Pa ES Fi 
; 2 z 


Voici l'interprétation géométrique de ce résultat : les 
coordonnées étant supposées rectangulaires, les équa- 
tions (1) et (2) représentent, la première une sphère dont 
le centre est à l'origine des coordonnées et la seconde un 
plan; le système des deux équations représente done le 

. cercle résultant de l'intersection de ces deux surfaces. 
dy- dz FRE TR: : 
d! z donnent l'inclinaison des tangentes aux projec- 
tions de ce cercle sur le plan des xy et sur celui des zx. 

On connait donc la projection de la tangente sur deux 
des plans coordonnés, et par suite cette tangente elle- 
même. 


DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 


87. Soit y = f (x) une fonction quelconque de +, et y” 
sa dérivée. Cette dérivée étant une fonction de x, on peut 
la différentier, et l'on obtient ainsi la fonction dérivée 
de y’, que l’on appelle la dérivée seconde, où du second 
ordre de y, et qu'on désigne par y”. De mème y” aura 
une dérivée y”, et, en continuant ainsi, on aura les déri- 
vées de tous les ordres de y. On les représente aussi par 
f' (2), f" (2), S"(@) 

A ces dérivées correspondent les différentielles succes- 
sives de y. En regardant À, qui est l'accroissement arbi- 
traire de x comme une constante, on a 


dy =y'h, d(dy)=d(y h) =y" h, 
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et ainsi de suite; done, si l’on représente d(dy) par d°y, 
d (d*y) par d°y, et ainsi de suite, on pourra écrire 


dy=y'h, dy=y" k, dy=y"h,..., d'y =y h. 


Comme h, ou l'accroissement arbitraire de x, est la 
mème chose que dx, ces relations deviennent 


dy =y dz, d'y=y"dr, d'y =y" dp.. (d'y =y dm. 


On tire de là les expressions suivantes pour les déri- 
vées successives, 


CCC EE CRE 


Snrestmre semer osa ee bee... 


= = m(m—i)...3.2.1. 


On voit que, si m est entier ay a une valeur con- 
que, > 


stante, et que les dérivées ultérieures se réduisent à zéro. 


2° y = Aït Bent EL Cr EL... 


aj. = mA ™ + (m—1)Br"2 +, 
dx 


=.> 


-= = m(m —1)A x" + (m—1){(m — 2) Ba" +...; 
zi 
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et, si m est un nombre entier, 
d'y 


Fe = 1,2: 3 0 A: 


Les dérivées suivantes sont nulles. 


88 F0 
dy d'y i d'y PE S 
— = a’la, D =* (lasse TR = (la. 
Si a= e, ona 
di d'r d'y £ 
Fur ru E 
4 y = log z; 
d 
Z = r~ .loge, 
d'y 2 
aa T E loge, 
d 
E loge, 
d'y 
Ten = (a) 2.3...(n —1)a "loge. 
5p y= sinz; 
dy d'y $ d? AA : 
de = 006%, ga — —Sinz, a — osa, Ts sin. 


Les dérivées suivantes reprennent périodiquement ces 
quatre valeurs. 


On peut remarquer aussi que 
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Pour y = cosx, on trouverait 


CA APT a Ë 
ds — LT À 


89. Quand la fonction y est implicite, on peut avoir 
ses dérivées successives sans résoudre l'équation qui la 
détermine, Ainsi, soit 


(1) Jiz, y) = o, 
on aura 
(2) Z+ dy, 


équation qui fournit d’abord la valeur de y’ en fonction 
de x et de y, ou en fonction de x seulement si lon éli- 
mine y entre les équations (1) et (2). 

Maintenant, représentons par 

(T9) =0 

équation (2), ou plus généralement une combinaison 
r t s plus g l b 
quelconque des équations (1) et (2). On pourra considé- 
rer la fonction ọ comme identiquement nulle, si l’on y 


suppose y et y’ remplacées par leurs valeurs en fonction 
de x. Donc on doit avoir dọ = o, ou 


do 9 dy LL 
Le dr + 7 D+ A = 0; 
d'où 
de, de der | 


Cette équation fera connaître y” en fonction de x,y et 
+’, ou en fonction de x seule, si l'on élimine y et y’ entre 
les équations (1), (2) et (3) (*). 


(”*) Si Véquation (1) renferme deux constantes, on peut les éliminer 
entre les équations (1), (2) et (3), et l’on arrivera ainsi à une équation 
exprimant une propriété commune à toutes les courbes représentées par 
l'équation (1), dans laquelle on ferait varier ces constantes (83). On pour- 
rait éliminer un plus grand nombre de constantes en formant un nombre 
suffisant d'équations différentielles, 
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Ou trouverait de mème y”, y’, ete. 

Nous verrons plus loin (n° 111) comment les équations 
qui déterminent y”, y”, etc., peuvent se former au moyen 
des dérivées successives du premier membre f (x, y) de 
l'équation primitive, prises par rapport à x et à y. 


DU CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 


90. Si Tonan équations entre (n + 1) variables, y, x, 
t, u, V,..., on peut en‘regarder une comme indépen- 
dante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées 
en fonction de celle-ci. Si l’on choisit #, par exemple, 
on a 
y= y(t) et d'y = 4™ (r)dr, 


Supposons, maintenant, qu'auparavant æ ait été la va- 

riable indépendante, et que l’on ait 
y=f(ż) & r=): 

L'élimination de x entre ces deux équations conduirait 
à l'équation y = Ņ} (t), qui, par la différentiation immé- 
diate; donnerait les dérivées 4’ (t), Y” (4),..., Y™ (t) de y, 
en considérant y comme fonction de la nouvelle variable 
indépendante t. 

Le problème que nous allons traiter consiste à exprimer, 
sans passer par l'élimination de x, les dérivées ou diffé- 
rentielles successives de y considérée comme fonction de, 
au moyen de f'(x), f” (x), etc., et des dérivées ou diffé- 
rentielles de x prises en regardant x comme fonction de t. 

91. A cet effet, si l’on prend £ pour variable indépen- 
dante, et que l’on considère x et y comme fonctions de t, 
on a, d’après la règle des fonctions de fonctions, 


dy =$f'(x)dx 
En diflérentiant cette équation par rapport à £ et regar- 


dant dx, non plus comme une constante, mais comme 
une fonction det, on a 


dy =f" (x)dr + f'(x)d?z. 
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On trouve de même 


d'y =f"{(z)de + 3f” (xz)ded'x + f'(x)d x; 


et ainsi de suite. 

Si, au lieu des différentielles de y ou de (1) par rapport 
à t, on veut avoir ses dérivées Ņ'(t) et 4” (t), ete., il suffit 
de diviser les équations précédentes par dt, dt*, dt? res- 
pectivement, ce qui donne 


y (=F (z) (t), 5 

P(e) =f" (a) (tF (2) (t) 

Ye) =f" (x) (tP) +3If" (x) (t) (t) + S'(z)e" (t). 

92. Réciproquement, si l’on connaît les différentielles 
ou les dérivées successives de x et de y considérées comme 
des fonctions ọ (t), 4 (t) de la variable indépendante t, on 
eu peut déduire les dérivées f'(x), f” (x), etc., de y consi- 
dérée comme fonction de x. Car on tire des équations 
précédentes : 


d -> 
S'a) =F 
ded? y — dyd’ æ 
S'(z)= 2 L y fs 
f"la)= dz(dxd*y — dyd’x) — 3d°x(dxd°y — dyd’ x) 
(ah dz’ ? 


les différentielles dans les seconds membres étant tou- 
jours relatives à 4. 


93. Voici un autre moyen d'arriver à ces formules. 


On a d’abord Tas F. 
En différentiant les deux membres de cette équation par 
rapport à {, on trouve 


d 


dled? y — dyd’ 
f'{x)de =d: P ze TEHES, 


dæ’ 
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et, en divisant par dr, 


dxd'y — dyd?x 
ia 


Une nouvelle différentiation par rapport à £ fera con- 
naître f" (x), et ainsi de suite. 


94. On doit remarquer que la dérivée première f” (x) est 
la seule dont l'expression par les différentielles de x etde ) 
reste la mème, quand on cesse de prendre x pour variable 
indépendante ou quand d.r cesse d’être constante. 


5 dy A 
En effet, f'(x) est toujours exprimée par +» tandis 


que les autres dérivées f” (x), f” (x), ete., qui sont re- 
d A d'y 
de? dx 
indépendante, ont des expressions plus compliquées quand 
on regarde x et‘ y comme des fonctions de la nouvelle va- 
riable indépendante +. 


présentées par ——; ——; etc., lorsque x est la variable 


95. Il se présente ici une vérification des formules gé- 
nérales. Si l’on prend x pour variable indépendante, en 
faisant x —1t,ona 


dx SN d’r S dx A 
d — 1 des k, de FA ve 
et l’on trouve 
dy dy ds 22% 
JA Z As) EC le ee -3 


dx est à présent constante, et les différentielles dy, 
d°y, etc., se rapportent à x. 


96. Si l'on prenait y pour variable indépendante, lé- 
quation 


oA =J(2); 


étant résolue par rapport àx, donnerait une valeur de la 
forme ` 
TSFIFr 
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F(y) est dite la fonction inverse de f(x). Il faudrait 
faire alors y = 1, d’où 


dy = =D} MIS 0, a 


? 


dy, 
— dxdy dx + 3dy(d?xY 
dx 
dr dx - 1d1z\3 
EA (5 3E” (y}—F'(y)E"(y) 
ET Aie. ue RP ERON He 
dy 


AE 


97. Voici un exeínple du changement de la variable 
indépendante. 
Soit y = f (x), et soit l'expression 


n 

5 (: + Er +S'(z}Ÿ 

R d'y ae vid z) ? 
dx? 


dans laquelle dy et d*y désignent les différentielles de 3 
ou de f (x) par rapport à la variable indépendante x. 

1° Si l’on prend pour variable indépendante une autre 
variable ż, liée à x et à y par les équations 


æ= g(t), y=4(¢), 
les relations précédemment trouvées (92) donneront 
dy^\? | 
Sh Z) < (d+ dr)? 
dedy — dy dx dzd'y—dyd'x 


dx 


u = 
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ou bien 
y(t) $ 
4 pe se L rtr? 
N N VD le) gep e) — Ye)" (2) 


gt)? 


2° Si lon prend pour variable indépendante la fonc- 
tion inverse y, on aura, en supposant x =F (y), 


[+ (yT UAP? 


PTEE Fy) 


Par exemple, si lon a 
æ—a(t—sint), y= a(ı — cost), 


on aura 
dx = a({ı — cost)dt, dy = asintdt, 


d?x = asin tat?, d?y = acostdt’. 
La substitution de ces valeurs donne (en omettant le 


signe —), ri 
u= 2a\2(1— cost) = 2 y2ay. 


EXERCICES. 


4. Trouver la dérivée de la fonction y donnée par l'équation 
aVi+y+rvi+z=o. 
dy Viry. r+avi+z)G +). 


So à = 
Mi SN ire zay tr) +y) 


0 
2. Éliminer la constante a de l’équation 


— 
m 
=axz4— 
F + = 


dy aA TA 
SOLUTION. (2) —Jgtm=o: 
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3. Éliminer a et b de l équation 
rt 
Y— azr — bx = 0. 


d'y _2dy Z. 
SOLUTION. TT trs 0 


4. Éliminer a, b et c de l équation 
wie 


z= ax+br+c, 


y étant une fonction de x. 


SOLUTION. 

de. dr. dr! T= 
5. Démontrer que si u et v sont des fonctions de x, on a 
w 


d'w La me d'u mm x) de du dv 
da TÀ a dx da- 1.2 de de" Etah 2A 


6. Trouver la dérivée de Pordre m de la fonction 
ss 
y = 67086 cos (x sinb). 
d™ d'y 


TE = e7 €950 cos{ x sin9 + m9). 


SOLUTION. 


7. Trower la dérivée de Pordre m de la fonction 
Le 
F=2" (1x). 
SOLUTION. 


d'y Pr mn x 
T =n(n—= 1)... (n— m+ 1) (1 — z)" [- aies 


m(m— ı) n(n— 1) AA T } 
LT (n =m 1) (r — m +2) (1 — x È 
dy x 
> Ds +0 


Que devient cette équation quand la variable indépendante, est y? 


dx 3 
SoLUTION. +r—e =0. 
PTE 
dy y 
9. -= =0. 
Aggi dx + MET 


Que devient cette équation quand on prend \ pour variable indé- 
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pendante, sachant qu'on a 


t=l(r+ +)? 


, | d'y dy vie BE 
40, (er) E +FR TES, æ— C8" 
Prendre \ pour variable indépendante. 


SOLUTION. Lt mr = 0. 


be cg eneusante bave y 
| + nn) -- (ni) X : 
| 

| 


One age ea) (0° 


s 
P 
Š- 


i r 


I. ae édition 6 
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SEPTIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDÉPENDANTES. 


Différentielles partielles et totales. — Propriétés de la différentielle totale. 
— Différentielle d'une fonction composée, d'une fonction implicite. — 
Dérivées et différentielles de divers ordres. — Théorème sur l'ordre des 
différentiations. — Différentielles totales de divers ordres des fonctions 
explicites ou implicites. 


DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES D'UNE FONCTION 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES, 


98. Si dans une fonction de plusieurs variables indé- 
pendantes 
ET AC ARE IL 
on ne fait varier que x, et qu'on prenne la dérivée 
de la fonction par rapport à x, cette dérivée partielle 


4 s Au A 
qui est la limite du rapport 33 | sera une certaine fonc- 


: ; NME 
tion ọ(x, y, z); on la représente par la notation zot 


d. 
Pany, En multipliant la dérivée partielle par dx ou 


par l'accroissement arbitraire dex, on aura la différentielle 


partielle de u par rapport à x, 9(x, y, z)dx, ou dx. 
On pourra prendre de même la dérivée et la différen- 
tielle de u par rapport à y, et aussi par rapport à z. 
99. Si l’on pose 


du du du 
A = sh ge h a =X 7) 
la somme des différentielles partielles de u par rapport 


à toutes les variables, ou 


(2, y,z)de + Y(x, »,2)dy+ x(t, y, z) dz, 
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sera ce qu'on appelle la différentielle totale de u. Dans 
cette expression, dx, dy, dz désignent les accroissements 
arbitraires de x, y, z, ou Ax, Ay, Az. 


100. Pour trouver l'expression de l'accroissement total 
Au de la fonction u, nous allons reprendre la marche 
suivie pour démontrer la règle des fonctions composées. 
On aura, en désignant par ,6, y des fonctions qui tendent 
vers zéro, avec Ar, Ay ei Az respectivement, 


(1)Ff(z+az,r,3)—f(x,r,2)=(e(x,r, 2) + 2j4z, 
(2) f(x, y +47r, 3) —S(x, », 2) = [p(z yz) + 6]ar, 
(3) pe: Y, z +4z)—f(x, 7,1) =[x(7, A z) + 7]4z. 


Supposons que l’on fasse variér seulement x dans l’é- 
quation (2), puis x et y dans l’équation (3), il viendra 


(4): S(x + dx, y +4Y,z) —f(x+Ax,r,z) 
= [p(s r, y, z) +6/]ar 
et 
(5) a E O Re ERA 
—={x(x + åz, y + Ay, z) + y ]åz, 


6' s'évanouissant avec Ax et Ay, et y’ avec Ar, Ay et 
Az. 
Si l’on ajoute la première équation avec les deux der- 
nières, il vient 
f(x+Ar,7+A47,2+42z)—f(x, 7,2) 
={9(x,7,z) +a]az +[Ÿ(r +Az,y,z)+6/]Ayr 
+[x(x + Az, y +a7r,:) +7], 


ou, en désignant par £” et y” de nouvelles fonctions qui 
tendent vers o, 


(6) du = [ẹ(2, 7, z)4x + ÿ(x,7,2)47 + (x, r,z)4z] 
+ (xAzr + Bay + y'Az). 


Ainsi l'accroissement de la fonction u se compose de 


deux parties : dans l’une, les accroïssements des variables 
6. 
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sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces 
accroissements, et qui sont les dérivées partielles de u; 
dans l’autre, ces accroïissements sont multipliés par des 
quantités x, 5”, y" qui s’évanouissent en même temps 
qu'eux. Dans le cas où les variables indépendantes se ré- 
duisent à une seule, la première partie se nomme diffé- 
rentielle de la fonction. Il est donc naturel de donner, 
dans tous les cas, à cette premiére partie, le nom de dif- 
férentielle totale. 


401. Voici quelques exemples de différentielles totales - 


1 dy", du = mae Ade nie" dy. 


DF ta 


a Ve + y’.dy — ay dyr’ + y+! 
x? +y ? 
z dy, + ydy 
aa M 
Vz +y 
— axy dx + ar’ dy 


du = 
et comme dyrt +7 = 


il vient du = s 
(A +y’) 


3° u = arc tang de. 
a T 


PROPRIÉTÉS DE LA DIFFÉRENTIELLE TOTALE. 


102. Nous avons vu, au commencement du Cours (22), 
que la limite du rapport de l'accroissement d'une fonction 
d'une seule variable à sa différentielle est l'unité (pourvu 
que la différentielle ne soit pas nulle). Le même théo- 
rème a lieu pour les fonctions de plusieurs variables in- 
dépendantes. 

On a, d'après la définition de la difiérentielle totale, 


du =9(x,r,2)àzx + Ÿ(x,3,2)47r + x(r,7,2)4z, 
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par conséquent (100), 
Au — du =g Az + B"Ay +7y'Az; 
puis, en divisant par du, 
" ây ” Az 
irl Ar F 7, A. 


au 
= | 
du 


Ay L: Az 
g(z, y, z) + p(T 7 LE +x(sr3) 


Lorsque Ax, Ay, Az, deviennent infiniment petits, 
le numérateur tend vers zéro, mais le dénominateur ne 
devient pas infiniment petit, tant que l’un au moins des 


A åz 5 : dt Au 
rapports 27, 22 reste arbitraire. La limite de = est donc 
dx âz du 


l'unité, si les valeurs des accroissements Ax, Ay, Az, 
n'annulent pas du. 


103. Quand une fonction de plusieurs variables est 
constante, sa différentielle totale est nulle. 

En effet, la dérivée de cette fonction par rapport à 
chaque variable est nulle, par conséquent sa différentielle 


du 1 


l = du re du dz Il 3 
totale, qui est nia x+ 44 + pe nl est nulle aussi. 


— (l 

d. dy 
On en conclut que si deux fonctions ont une différence 
constante, leurs différentielles partielles ou totales sont 


égales. Car sì u — v = c, c étant une constante, on a 
‘d(u—v) ou du— dæ =0 et du= dv.. 

Et réciproquement, si du = dv, on a 

d(u—e) du —v),, d(u—v) 


dr cr dy dd i fa 0; 


y 


d(u — v) = 


égalité qui entraine les suivantes : 
d(u —v d(u —v d | u — v 
ss : Arte PE ATEN RES à 


dx dy dz 


puisque les aceroissements dx, dy, dz sont tout à fait 
arbitraires. Par conséquent la différence u — v est indé- 
pendante de chacune des variables x, y et z (24). C'est 
donc une constante. 


http://rcin.org.pl 


86 COURS D'ANALYSE. 


DIFFÉRENTIATION D'UNE FONCTION COMPOSÉE DE FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 


104. Si une fonction est composée, par exemple, de 
deux fonctions des variables indépendantes x, y, z, 
comme p =F (u, v), on aura, en la différentiant tour 
à tour par rapport à chaque variable, 

dp __ dp du dp de 
de du dr — de dz’ 
dp _ _ dp du dp dv 
dy du dy dv dy 
dp__ dp du dpde 
dz du dz de dz’ 


d 

2,2 T désignant les dérivées de p ou de F (u, v) prises 
par rapport à chacune des quantités u et v, comme si u 
et v étaient des variables indépendantes. 


RER AT dp dp d 

En multipliant les dérivées A PR SE par dx, dy, dz 
respectivement et ajoutant, on aura la différentielle to- 
tale de p, 


dp dp 
dp = — — dv. 
gi du du + de d 


Les facteurs du et dy qui multiplient les dérivées par- 


P dpi dp gis 2 $ 
tielles L, L désignent les différentielles totales de u et 


de v. Ainsi le théorème relatif à la différentiation d’une 
fonction composée (47) s'étend au cas de plusieurs va- 
riables indépendantes. 


DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDÉPENDANTES, 


105, Soient, par exemple, les deux équations 
(1) f(x, ROAT 


(2) F(s,7, Snit) i 
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On peut choisir x, y, z pour variables indépendantes : 
alors u et v sont des fonctions implicites de ces variables. 
Or, f(x, y, Z, u, v) et F(x, y, Z, u, v) ayant, pour 
toutes les valeurs des variables x, y, z, une valeur con- 


stante qui est zéro, leurs différentielles totales doivent 
ètre nulles (103). On aura donc 5; 


df df df df df 
© 57 — d — dz — — dv = 
(3) Ke dx + pp dy qe” dz + Ja dut di 0, 
d l d 
6) Pen dar Sue Lib o) 


dx dy dz du do 


De ces deux équations on tirera les valeurs de du et de dv 
qui s’y trouvent au premier degré. 


DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 


106. Soit 
u—=f(x; pis) 


une fonction des, variables indépendantes x, y, z. Les 
règles relatives aux fonctions d’une seule variable 


2 À TF k du 
donnent immédiatement les dérivées successives —; 


dx 
d'u d'u . du d'u y de d'u 
de” 3 dr" puis da , dy” e P raie fe dar 


Or toutes ces dérivées sont des fonctions de x, y et z, 

qui ont elles-mêmes leurs dérivées par rapport à chacune 
E 
des variables. Ainsi l'on peut prendre AEE T c'est- 
y 

à-dire la dérivée par rapport à y de la dérivée de u par 
rapport à x. 

Pour plus de clarté, on pourrait indiquer ces deux 


LA 


I 2) 
2 (z d,d,u 
ou 


dy dy dx 


opérations successives par ; mais il 
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ddu d'u 

dy dx oi dy dx 

l'ordre des différentielles dy et dx au dénominateur in- 
dique suffisamment qu’il faut prendre d’abord la dérivée 


suffit d'écrire simplement > parce que 


A 7 du f AT 
de u par rapport à x, qui est zp e ensuite la dérivée 


de © par rapport à y. De mème e2 
dx dx dy 
rivée par rapport à x de la dérivée de u par rapport à y. 
On indique d’une manière semblable le résultat d’un 
nombre quelconque de différentiations exécutées dans un 
certain ordre sur la fonction u, par rapport aux diverses 


exprimera la dé- 


3 d'u té 

; à ; 

vari elle renferme. Ainsi -———- signifie 

riabiek TAAS T dz dx dy dx 5' 

i$ i du AP a 

qu'il faut prendre d’abord -- = u,, ensuite —— = us, puis 
dx dy 

du; 


RE | x < 2 
Te = Us) € enfin ni = u,. Ce dernier résultat u, est 
ax az 


d'u 


ce qu'exprime la notation —————. 
l p dz dx dy dæ 


THÉORÈME SUR L ORDRE DES DIFFÉRENTIATIONS. 


107. Le résultat final de plusieurs différentiations suc- 
cessives est toujours le même, quel que soit l’ordre dans 
lequel on opère par rapport aur diverses variables. 

Je dis d'abord que 


4 du 

$ dx dy d'u d'u 
Eu ue — = ——. 
dd: 7. Jyds ddr 


En effet, si l’on ne fait varier dans la fonction u que x 
et y, on peut, en faisant abstraction des autres variables, 
représenter u par f(x, y). Or on a 

d 
D Jet fan = (F +a) h 


z étant une fonction de x, y et h, qui tend vers zéro en 
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mème temps que h, quelle que soit la valeur qu'on donne 
à y. 

Changeons dans cette équation y en y + k. Le premier 
membre devient 


flh, yt k) fleyt k) 


du : 
Dans le second, + devient 
ar 


du 

dže 

du dx 
— —— k +64 
dx gi dy Rihi 


6 tendant vers zéro avec X ; « prendra une nouvelle valeur 

de la forme æ + &'k, a' ayant pour limite 55 si k dimi- 
J 

nue jusqu'à zéro; cette nouvelle valeur devant encore 

devenir infiniment petite avec À quel que soit 4, il faut 

que g’ annule aussi avec 4. On aura donc 


| fle+h,r +4) —S(x,r + k) 


(2 du 
|= (3+ +64) +(a +z k)h. 
dx dy k 


En retranchant la première équation de la seconde, puis 
divisant par Ak, il vient 


Sla+h,y +k)—f{x, y+k)— f (eth, y) +f izy) 
lk 
(IJA du 


= 
| : s 
= +6—+ x. 
dy 
On voit que le second membre, et par suite le premier, a 


g% 


| a: dr MAS Sn raie 
pour limite P quand À et k décroissent indéfiniment. 
dy 


Mais en faisant varier dans f (x, y) d'abord y et en- 
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du 
2 


+ r à dy $ 
suite x, on trouverait de même que -g ‘st encore la li- 


mite du premier membre de l'équation (3) quand et À 
tendent vers zéro. 
Les deux limites doivent être égales ; on a donc 


a dx 4 dy d'u d'u 
= OÙ —— = —- 
dy dx z dydx dxzdy 
Il est bon d'observer que le premier membre de l’équa- 
tion (3) équivaut aux deux expressions (*) 


A, Az tt £ 3,3, “4 


AzAy ATAY 
de sorte qu’on a A,4,;u'= A,A,u, 
aussi bien que d,d,u = d,d,u. 


108. Il résulte de là que si l’on avait à différefftier une 
fonction plusieurs fois de suite par rapport à diverses 
variables et dans un certain ordre, on pourrait, sans 
changer le résultat final, intervertir l’ordre de deux dif- 
férentiations consécutives. On démontrera ensuite qu'il 
est possible d'amener chaque différentiation à tel rang 
qu’on voudra, et par suite d’intervertir à volonté l'ordre 
des différentiations successives, de la même manière 
qu'on démontre en Arithmétique qu’un produit reste le 
mème, quel que soit l’ordre de ses facteurs, quand on a, 
prouvé qu’on peut échanger deux facteurs consécutifs. 
On aura, par exemple, 


d'u d'u d'u 


dx dsdzdydzdx  dzdzdydzdzdz dz dy dx” 


(*) A,u indique l'accroissement de u lorsque, y ne variant pas, x est 
changé en x+-Ax. A, À, u est l'aceroissement de À, u lorsque, æ restant le 
mème, on change y en » + A». La notation d, u est quelquefois employée 
pour désigner la dérivée de u par rapport à x. Alors d,d, u =d, (d,u). 
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109. ExemPLES. 1° u= x" y”. 


du _ ss di Ee" +. - 
LE — m. T's & = Ve 
du 
d— d 
Mes AT À om _—1 
dy Jaa mn. f 
du 
af _ d'u AE AR a d'u 
de À TT dydx 
2° u = arc tang”. 
E 
du — y du £ 


D RFP Grrr 
du CT Le 


dydz (2+ y} dedy 


DIFFÉRENTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES D'UNE 
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 


110. Soit u une fonction de trois variables indépen- 
dantes x, y, z, et proposons-nous d’en calculer les diffé- 
rentielles totales du, d'u, d'u, etc. 

La différentielle première est 


du du du 
du = x bed + DT + pe ds. 

On aura la différentielle totale de du ou la difiéren- 
tielle totale et du second ordre de u, en prenant la diffé- 
rentielle totale de chaque terme de du, ce qui donne, en 

d'u d'u 


bse r 
observant que Arda dy — » etc. 


d'u 1 d'u 1 d'u l ) l 
— > —— —— (i? ax 
dx’ č FT Tady xei dxdz. j 


d’ 2 ( d 
+ (LE a+ LE dy + — A dz \ dy 


dedy dy? dy dz 
/ d'u d'u d'u 
ie + D EE t) lz 
(aet i kau 7 LS LESS 
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ou 
d'u d'u A du 
d'u = Pr dx? + de drt- di + 2 Trd; Pa pl 
2u a 
dx dz 
+2 7 P eade + Er ON 


On voit que d’u paei se former en D au carré la 
du 
différentielle première © = = dx a né +% = dz, pourvu 
qu'au numérateur de haii os du carré développé 
on remplace du’ par d'u. Avec cette convention, on écrit 
la formule symbolique 


du du du (2) 
d'u (a+ ee dy + Ta) r 


On aura de même, en général, 
d'u = (T de+ dæ de — dy + de d)”, 
Ta > dz 

l'exposant entre parenthèses indiquant qu'il s'agit d'une 
formule symbolique, c'est-à-dire d’une expression dans 
laquelle il faudra remplacer du" par d” u après le déve- 
loppement. 

On démontre la généralité de cette for mule/eu prou- 
vant que, si elle est vraie pour un certain indice n, elle 
est encore vraie pour l'indice n + 1. 


En effet, ur terme quelconque du développement 
symbolique de d” u est de la forme 


du” 
(1) ‘dx dyi dE dale dyt dz, 
où ~ PHq+r=n, 
EET E 


et- A e de Se FER 
1.2 D KXK1.2...9 XU:2:0.7 
Le terme correspondant dans d" u est 

d'u 
;: ——— dx dy1dz. 
dx? dyi dz! pta 


On aura d'## en prenant la différentielle totale de 
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chaque terme de d'u. Or la différentielle totale du 
terme (2) peut s’obtenir en multipliant sa valeur symbo- 
lique (1) par l'expression 

du t du 
(3) de PRIE 
pourvu qu'après le développement du produit on change 
du“+! en d'u. Donc la différentielle totale de d'u ou 
d+'u s’obtiendra en multipliant par l'expression (3) la 
valeur symbolique de d'u qui, par hypothèse, est la 


puissance n°” de la mème expression. On aura donc 
aussi la formule symbolique 


l di (i+) 
d"+' u = (Sart dr + D de . 
dx dy" +de 


DÉRIVÉES PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES. 


1141. On a vu qu’une équation f (x, y)= o entre deux 
variables x et y, donne 


df 
df af dy dx 
ZT = dy = d'où ————. 
T dx + dy =0, d'où = IF 
dy 
X AT A 
On peut exprimer les dérivées suivantes Te S> sete., 
par les dérivées partielles de divers ordres def H (2,7); car 
df papay- 
en différentiant par rapport à x l'équation raie 5 L” 


dx étant regardée comme constante, on trouve 


CAPE AC E LAN D 
dr’ dx dy ‘de dy dx) dy dx’ 


“ss Fu Jr , 
d'où l'on tire 2: En différentiant de nouveau, on ob- 


dx 
dr. d'y 
tiendra —- prae A 3 
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112. Si l’on a une seule équation entre trois variables 
(1) PACRADETE 
deux quelconques d’entre elles x et y sont indépen- 
dantes, et la troisième z est une fonction déterminée de 
celles-ci. On trouve les dérivées successives de z de la 
manière suivante, 

En différentiant l'équation (1) par rapport à x, dont z 
est une fonction, on a 


df df dz 
(2) de & dx V? 
dz 
dx 
a Y Fe 
dy T dedy 


équation qui donne la valeur de = 


în différentiant l équation (2) par rapport à x, on aura 


2 dif ds" d?f Aey df. d?z 
dx? dd drt d? dr, dz d 


= 0; 


r d’z 
roù on tire 7 À 


En difiérentiant l’équation (2) par rapport à y ou l'é- 
quation (3) par rapport à x, on trouve également 
dif. d°f ;dz PF dz df dz dz: df d?z 


.—  — 


dade dyds dx dxdz dy de dx dr Re dedy 
d?z 
d’où l’on déduira = Te 
Enfin, en différentiant l'équation (3) par rapport à y, 
on aura 
d’ d? dz d'f {dz df d?z 
Head I AEA m 


= + 
š b z d’z " 
équation qui fera connaître ——. On trouverait de même 


dy’ 
d'z dz 
ms? de dy’ ss 
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113. Par exemple, l'équation de la sphère 


a+ y +z'—a=0 


donne 
T + 2 =, o VE À = 0 
dx ? dy ? 
dz\? d?z dz\? d?’z 
: (5) dm Sa + (5) F3 è 
dz dz d?z 


di x ds Le: 
des I Si 
(LA PO A rl, Pr Tone CL PE E.» 
Ce Rein 3 BU T — + 
< EXERCICES. 


3 
1. u—arcsing/=—2 LE = (dx — ady). 


AC RSR PE 1 Nh 
PE (y) Ve 


2. u=2", du=y" 2" (irizar + 21:4 +Ê). 


3. u, v, z étant des fonctions d'un nombre quelconque de va- 
riables, on a 
d.wwz = vzdu + uzdo + uvdz, 


la lettre d désignant une différentielle totale. 
4. Démontrer les formules 
duvz—ud?.0z— vd? .uz —2d uv+vad?.u+uzd.v+uvd.z=0, 
Euvz=ub.02—0d uz—zd uv .u+uzd sv +u0d8 .2-6dudvdz. 
5. u èt ọ étant des fonctions d’un nombre quelconque de va- 
riables, on a, pour ¿ih < m, . 


mm — 


(di uy" — m(od'.ug"") + = 1) (pdi ug)... 


p m(g"-"\di.uo) + (y"d'. u) = 0. 
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HUITIÈME LEÇON. 


APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DES FONCTIONS D'UNE 
SEULE VARIABLE. 


Démonstration de la série de Taylor. — Remarques sur l'emploi de cette 
formule. — Autres formes du reste. — Série de Maclaurin. — Remarques 
sur la série de Maclaurin. — Seconde démonstration de la série de 
Taylor. 


DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 


114. On a vu, dans /’ Æ/gèbre élémentaire, que si l’on 
change x en x + À dans une fonction entière de la va- 
riable x, qu'on désigne par f (x), on peut développer 
f{x+h) en une suite de termes ordonnés suivant les 
puissances entières et positives de l'accroissement , et 
qu'on a la formule 


fre +h fie) + We) + ES") HUE 


| + god A à (x) +..., 
\ GRR: AET eai 

f'(x), f" (x), ete., étant les fonctions dérivées succes- 
sives de f(x). Cette suite se termine elle-même et con- 
tient m + 1 termes, quand f (x) est une fonction entière 
dont le degré est m; car sa fonction dérivée de l'ordre m 
est une quantité constante, et les dérivées des ordres 
supérieurs à m sont nulles. 

Nous allons voir comment la formule précédente peut 
s'étendre à une fonction quelconque f (x) d’une va- 
riable x. 

Représentons par R le reste qu'on obtient en retran- 
chant de f (x + h) la somme des n + 1 premiers termes 
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de la série 

h? « ù” 
! — (4) ; (n) 
F(2LERE (TT 142 (PRET ee Se 


qui a un nombre indéfini de termes, quand f (x) n'est 
plus une fonction entière; on aura 

Ra fe + h) fe) MP (ae) = (x) = 
(1) 
| DE EE. 


Faisons x + h = z, d’où résulte = z — z, et nous aurons 


ESF 


| RSF) Ste) (52) () — € ETES pate) 
(2) < à de 
| ty- PRE SALE AU GAA 


R dépend, comme on voit, de x, de z et de n. 

Comme x et z sont deux quantités indéterminées et 
indépendantes l’une de l’autre, on peut faire varier x 
en laissant z constant et prendre la différentielle ou la 
dérivée de R par rapport à la variable x. On aura 


| dR 


=—f'(x)—(2—x)f" D pma) 


| ie: LS (E)—.. — GEL jema) 


) Qu A Lu 
| + +f (2) +2) MORE pr (x) +. 


RE a 


PERS. .(2 a io i 7 


Tous les termes du second membre se détruisent, excepté 
le (n + 1)”, de sorte qu'on a simplement 
, q P 
dR z— x 
(3) CE N E E AA 
dr RAST 
Ceute formule va nous servir à déterminer denx limites 
entre lesquelles le reste R sera compris. 


I. °° édition. 7 
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Si l'on remplace f ("+1 (x), dans le second membre, par 
une constante arbitraire C, ‘on aura 


d (z— x} rS (z— z) š 
dr 1.2.3.. nant T0 E NE ee: 


En retranchant cette équation de la précédente, on trouve 


(hi (2— x) 
|z [e-e] 
(4) | {z— zx} 


E PAR 


équation qui a lieu quelles que soient x et z. 


[0—0 (2), 


115. Supposons à présent x < z ou h positive (puis- 
que h = z — x) et admettons qu’en faisant croitre x de- 
puis une valeur quelconque plus petite que z jusqu’à la 
valeur z, la fonction f “+Y (x) reste finie et continue, 
ou, en d'autres termes, varie par degrés insensibles. Dé- 
signons par M la plus grande et par m la plus petite des 
valeurs que prendra cette fonction, En remplaçant C 
par M dans l'équation ci-dessus, le second membre sera 
positif ou du moins ne sera jamais négatif pour les valeurs 
de x croissantes jusqu’à z (*). Ainsi l'on aura 
d (2— xt 
ds [R EE OT PE TE T ~ | CE 
Donc, tandis que x croit jusqu’à z, la fonction 


(z— z) 
R — —z M 
1.2.3... (n+ 1) 
croit aussi continuellement, puisque sa dérivée reste po- 
sitive (ou plutôt ne devient pas négative). Mais cette 
— £ ntt 
fonction R— itla M est nulle quand x de- 
1.2.3...(2+1) 
vient égale à z [ car alors le reste R est nul, formule (2) ]. 
Donc elle est négative pour les valeurs de x moindres 


(*) Ce second membre pourra être nul pour une valeur particulière 
de r. 
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que z, et par conséquent on à 


lz — x) 


EEE T 


Si dans la même équation on remplace C par m, qui est 
la plus petite valeur de f ("+1 (x), il vient 


ae (z= aj 


dx 1.2.3...(n+1) 


m| <o. 


Donc, en faisant croitre x depuis une valeur quelconque 
(z— rzy 
puisque sa dérivée est négative; et comme cette fonction 
s’annule quand x atteint la valeur z [formule (2)], elle 

doit être positive pour les valeurs de x < z. On a donc 


jusqu’à z, la fonction R — m décroiît, 


(2—rY# 


1.2.3...(n+1) 


m. 


R> 


Voilà deux limites de R. 


M6. Supposons maintenant x © z ou h négative, et 
désignons toujours par M et m la plus grande et la plus 
petite valeur que prendra f "+9 (x), si l’on fait croître x 
depuis la valeur z jusqu'à une autre valeur quelconque 
plus grande que z. En remplaçant la constante C tour à 
tour par M et m dans l'équation (4), on aura, si le nom- 
bre z est pair, 


dr (z— zx)" . 
s[e- ml <e 


Donc, en faisant croître x depuis z jusqu'à une valeur 
(2— r yiti 
1.2.3... (2+1) 
d'abord nulle pour x = z, croit en même temps que x, 

et par conséquent est positive. On a donc 


quelconque, la fonction R — M, qui est 


Ve +1 


R> — —— aea M, 


2.3.. (241) 


` 
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et l'on trouve de même 
(z LE zh?! 


aa a A 


Si n est un nombre impair, on trouvera les mêmes 
limites de R, mais prises dans l'ordre inverse, et par 
conséquent les deux inégalités seront les mêmes que dans 
le cas où x était < z. 

On remarquera qu'en supposant x > z, le facteur 
(z — x)"+ est négatif ou positif, selon que » est pair ou 
impair. 

117. Il résulte de ce qui précède qu’on a, dans tous 


les cas, 
(2— syn 


rS SE 


en désignant par K une quantité comprise entre M et m. 

Donnons maintenant à x une valeur fixe arbitraire, et 
désignons par x’ une variable qui reste comprise entre 
les deux valeurs déterminées x et z ou x et x+h. La 
fonction f ("+ (x), qui, par hypothèse, reste finie et con- 
tinue quand x’ varie depuis x jusqu'à x + h, passera 
successivement par tous les états de grandeur intermé- 
diaires entre sa plus grande et sa plus petite valeur, entre 
M etm; elle deviendra donc égale à la quantité K, qui 
tombe entre M et m, pour une certaine valeur de la va- 
riable x’ comprise entre les valeurs extrêmes x et x + h. 
On pourra représenter cette valeur de x’ par x + 8h, 
@ étant un nombre positif plus petit que l'unité et d’ail- 
leurs inconnu, de sorte qu’on aura 


fe (x +0h)=K. 
L'expression précédente de R deviendra donc 


pri 
(5) RS OFA (+ +64); 


en l’égalant à son expression primitive (1), on aura enfin 
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la formule de Taylor 
| Si+ A= Sle) HAS (a) HS le) 


(6) | LEE pet: 


(n) { Re Rte, k) a 
/ D ar Ho Era Yu (+04); 


la pan 72 est-à volonté positive ou négative. 

Cette formule a lieu pourvu que f ~+” (x) reste finie 
et continue pour toutes les valeurs de la variable x’, de- 
puis la valeur x que l’on considère dans la formule jus- 
qu'à x+h. Car alors chacune des fonctions précédentes 
f(x), f'(x), ete., sera aussi finie et continue pour 
x'= x, et pour toutes les valeurs de x’ comprises entre x 
et x+h. 

Les fonctions dérivées d'ordre supérieur à n +1 ne 
sont assujetties à aucune condition. 


AUTRES FORMES DU RESTE. 


118. Si l’on sait seulement que la fonction f™ (x) est 
finie et continue quand x’ varie depuis x jusqu’à x +, 
et qu'on m'ait pas la même certitude pour f "+9 (x), on 
peut écrire 

4 p 
| Sle +A)=S (E) HAS’ a) ++ a] 


{ h” 
RIRA ANE y 
| EEEE (#50 08) 


FPE) 


f(x), on a 


‘ h" 
Ajoutant et retranchant ——— 
1.2.3...N 


f(x) 


à 


| f{e+h)=S(z)+Af'(x)+...+ 


| F E A a + ANEA) 


Le reste R, qu’il faut ajouter à la somme des n +1 pre- 
miers termes de la série indéfinie 


Aus hs ~ 
, RIT ES Ar LA Hit: + 
FETE M EYE La” CRT Fous 75 per (#)+ 
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pour avoir la valeur exacte de f (x+h), prend done cette 
nouvelle forme : 


(8) R= [S(x + 64) — FON(æ)] 


Ê.2:9:#: 

Le nombre 6, plus petit que l'unité, qui entre dans les 
formules (7) et (8), n'a pas la même valeur que dans la 
formule (6). 

La formule (7) suppose que f™ (x) reste finie et con- 
tinue pour toutes les valeurs de la variable x’, depuis x 
jusqu’à x+h; elle n'exige aucune condition relative aux 
dérivées d’un ordre supérieur à n. Celles-ci pourraient 
devenir infinies ou discontinues pour des valeurs de x’ 
comprises entre æ et x + h, sans que la formule cessät 
d'ètre exacte. Ainsi, en donnant à x une valeur particu- 
lière, ce développement (7) de f(x + h) peut ètre exact 
quand on l'arrête à un certain terme, et devenir inexact 
si l'on voulait le pousser au delà. 

Supposons, par exemple, qu’on ait 


fiz) = glz) + (7 —a)" y (>), 


u étant un exposant positif fractionnaire ou incommen- 
surable compris entre les entiers z et n +1. Les dérivées 
de f(x) seront finies et continues pour x = «4 jusqu’à 
f°" (x) inclusivement, en supposant que les dérivées de 
o(x) et de ¢ (x) le soient; mais au delà elles deviendront 
infinies pour x = a. Le développement de f(a + h) ne 


: S L > 
devra donc être poussé que jusqu'au terme —— f” (a 
P RE 1.2.3 g (a) 
tout au plus, et on le complétera en lui ajoutant le reste 


A" 


M e EE 


[St (a + 0h) — fu) (a)) 


qui est une fonction continue de A. 


119. Le reste R de la série de Taylor peut encore être 
mis sous une autre forme, qui est utile dans certains cas. 
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En désignant par g(x) une fonction quelconque de x, 
on a, d’après la formule (6), 


g(z+A)=o(x) + he (zx + 04), 
ou, en remettant z— x à la place de h, 
(2) = g(x) + (z — x) g [r + 0(2—x)); 
mais si ọ(x) représente le reste R, on a 
aiy RE 


g(z)=o et g (7)= ET fena), 


[formule (3)], de sorte que l'équation précédente devient 


o(æ) ou R= (z— č) EEE IE pue toga) 
ou 
(9) RCE pre +08); 


0 est toujours un nombre positif plus petit que l'unité, 
dont la valeur n’est pas la même que dans les formules (6) 
et (7). 
REMARQUE SUR LA SÉRIE DE TAYLOR. 
120. Si l’on arrète la série de Taylor à un terme quel- 
OP Re i 

sonque ——;—— f ™ (x) qui ne soit pas nul, on pourra 
M. a a ed (x) q P 


toujours prendre la quantité k assez petite pour que ce 
terme surpasse en valeur absolue Le reste qa il faudrait 
ajouter à la somme 


Slet hf’ (2) +.. arme Aeh 


afin d'avoir la valeur exacte de f(x -+ h). 

En elfet, si l'on prend la seconde forme du reste (8), 
pour que le terme qui contient 4” surpasse le reste corres- 
pondant, il faut qu'on ait (en ne considérant que la valeur 
absolue de chaque facteur) 


> > ae fO (e +0h)— f" (r)] 


152 E 
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ou simplement 
SM (z) >S (1+ 04)—$ 0 (z) 

Cette condition sera toujours remplie, en prenant À 
suffisamment petit, si f™ (x) n'est-pas zéro et si f™® (x') 
reste finie et continue pour toutes les valeurs de x’ 
comprises entre x et x+h, puisqu'alors la différence 
fe (x+8h)—f™ (x) tend vers zéro en même temps 
que &, 

On voit mème que le rapport du reste R au terme en 4” 
où l’on a arrêté la série tend vers zéro à mesure que A 
diminue. 

SÉRIE DE MACLAURIN. 


121. Si l’on fait x= o dans les équations (6), (7) et 
dans celle qu: on obtiendrait en substituant l'expression (9) 
de R, et qu’on remplace ensuite la lettre 2 par la lettre x, 
on obtiendra les formules 

ni 


(a) NO a rh) Le 
ru Dire 2.3. A wa), 


S= o) af (0) + AO Jar 


(10) { ta) =/(0)+ af" (0) = [y (0x) 0%) (0) 


(o)+- 


Ja) PEE ea (oj+ ERPE 
On développe ainsi une fonction quelconque de x en 
une suite de termes ordonnés suivant les puissances en- 
tières et ascendantes de x, pourvu que la fonction dérivée 
de l’ordre n + 1 ou celle de l’ordre z de f(x) reste finie 
et continue pour les valeurs de la variable x! comprises 
entre o et x. 


Si, lorsque » croit indéfiniment, l’une des expressions 


gtt a" Pra 
— f" ) +R" AIT: A (4) (0x) — f"(o) 
FE RTE car: pA TRE Ne: gA (0x) — f"(o) 
ou E7 E FH (Gr), 
172.354 


tend vers zéro, du moins lorsque x est au-dessous d'une 
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certaine limite, la série 


fiot af lo) + (0) + m" lo) +. 


indéfiniment prolongée sera convergente, et, en outre, 
aura pour somme f(x). Cette dernière formule est celle 
de Maclaurin. 

Si elle était démontrée avant la formule de Taylor, on 
pourrait en déduire celle-ci, en considérant f(x + A) 
comme une fonction de h à développer suivant les puis- 
sances de À par l’une des formules (10). 


REMARQUES SUR LA FORMULE DE MACLAURIN. 


122. La fonction f (x) ne peut pas être développée sui- 
vant les puissances de x par la formule de Maclaurin, 
quand cette fonction ou l’une de ses dérivées devient infi- 
nie ou discontinue pour x—0. Mais on peut alors la dé- 
velopper suivant les puissances de x — a, en changeant 
dans la formule de Taylor (6) x en a et h en x — a, ce 
qui donne 
(x — 


(z — a) po) 
ara A a a 


| Stæ)= (a) + Fr + 
es 


MATE .n 


(ri) 


(z— a+ ie 


ro a+ 1.2.3...(2+1) 


FH) la +0 — a]. 
La seule condition à laquelle la valeur a soit assujettie est 
que f+ (x/) reste finie et continue pour toutes les va- 
leurs de x’ depuis a jusqu'à x; la-série sera d’autant plus 
convergente que la différence x — a sera plus petite. 


123. La fonction f(x) ne peut être développée en une 
série convergente procédant suivant les puissances entières 
et ascendantes de x autrement que par la formule de 
Maclaurin ; car supposons cet autre développement en 
série convergente, 


f(x)=A + Be 4 Ca + Da +.., 
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on en conclut 


[A—f(o}] +[B—f"(0)]z + [22] D 


En faisant x = o, l'égalité précédente se réduira à 
À = f (o). Divisant par x et faisant de nouveau x = 0, 
f” (0) 


I.2 


on aura B= f'(o). On obtiendra de mème C = , 


et ainsi de suite. 

De même la formule de Taylor donne le seul dévelop- 
pement possible de f(x + h) suivant les puissances en- 
tières de A. 


124. Il ne faut pas croire que la série indéfinie de 
Maclaurin, quand elle est convergente, ait toujours pour 
somme f (x); la somme de ses termes peut converger vers 
une limite différente de f(x). Par exemple, la forit- 


' 
tion e 7 devient nulle ainsi que toutes ses dérivées pour 
x= 0; tous les termes de la série de Maclaurin appliquée 
à cette fonction sont donc nuls, et cependant la fonction 
n’est pas nulle, Si ọ(x) est une fonction développable 
par la formule de Maclaurin, et qu'on pose 


fz)=et)+e *, 


la fonction f (x), développée par la mème formule, don- 
nera lieu à une série convergente, mais qui aura pour 
somme 4(x) et non pas la fonction développée f(x). 

L'égalité d’une fonction f(x) à la série de Maclaurin 
prolongée à l'infini n'a lieu que dans le cas où le reste 
qu'il faut ajouter à la somme d’un nombre quelconque 
de termes de cette série, pour avoir la valeur exacte de 
f(x), devient plus petit que toute quantité donnée 
quand le nombre des termes croît jusqu’à l'infini. 

Les mêmes remarques s'appliquent à la série de Taylor. 
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AUTRE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 


125. Soient m et M la plus petite et la plus grande va- 
leur de f "+1 (x), lorsque x croit depuis x, jusqu'à X. Si 
a + h est une quantité comprise entre To et X, on aura 


fa) (a +h)— m >o. 


Mais le premier membre de cette inégalité est la dérivée 
par rapport à h de la fonction 


SO (a+ h)— f (a) — km : 


donc cette fonction croît avec h, et comme elle est nulle 
pour À = o, on aura pour > o 


FU (a+ h) —-f (a) — im >o. 


Maintenant le premier membre de cette nouvelle iné- 
galité est la dérivée par rapport à h de la fonction 


feath) fi (a) — hf (a) = Là 


donc cette dernière fonction est croissante avec k, el 
comme elle s’'annule en même temps que h, on aura pour 


h> 0 
Se (a + 4) f (a) Af (a) — ZE >o, 
On aura de même 


Seat hfe aif a) EE Do, 


torse ns memes sono es eee ep. 


Slat h) f{a) — hf" (a) 
1 h a hArt’ 
( ) t f h Faj oO 
t.2 1,2...7 1.2...(2 +1) 
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On trouvera de même 
Ff(a+h)—f(a) —hf'(a) 


»] p h" hrt 
A rs e a Wg a 
1 +4 (a) REC (a) 1.2. {r+ 1) 


M< o. 


On conclut de ces deux inégalités 
Slat h)=f(a)+ Af (a) 
AL ir 
lu, RE EE EN A A 5 


Doz > hr+' 
R est une quantité comprise entre —————— nn et 


1.2...(2+:1) 
nt £ tk 
NEETI TS : par conséquent on peut (n° 117) la re- 
hrr fJ (a+0h) si f ("+1) ) 
1.2...(2 +1) 3 d 
reste finie et continue pour toutes les valeurs de x com- 


prises entre £o el X. On aura donc 


„Sla h)=fla)+Af'{a) 
hAr+ 


1.2.. (n+ 1) 


présenter par 


le rie pote Je (a+0), 

1.2 1.2.../ 
ce qui est bien la formule de Taylor, accompagnée de son 
terme complémentaire, 

On a supposé jusqu'ici l'accroissement A positif. Lors- 
que cet accroissement est négatif, il n’y a de changé dans 
la démonstration précédente que le sens des inégalités (1) 
et (2). 
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-NEUVIÈME LEÇON. 
APPLICATIONS DE LA SÉRIE DE MACLAURIN. 


; Développement des fonctions exponentielles. — Développement de sin x 
et de cosx, — Formule du binôme pour un exposant quelconque. — 


Développement de log(1+ x). — Formules pour le calcul des loga- 
rithmes. — Des logarithmes considérés comme limites de fonctions 
algébriques. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES. 


126. Soit d’abord 
flz)=e. 


Les fonctions dérivées sont toutes égales à e”, et l’on a 


for FE T.,, f+ (6x) = e7; 


d'où 

| x 7 æ 2: 

Lesrsz+ + LEE A LEE de 
E E E e. E E (7 

$ aiet 

l EE EENEN E], 
+ eT ę < 

Lereste 323. trai Ta) peut devenir plus petit que 


toute quantité donnée si l'on prend z suffisamment grand. 
En effet, on peut-écrire 


C aaa TET E kA x x 


1:2:3.. (n41) i2 RANEE ET nyi 


Si l’on prend un nombre déterminé k <1, on arrivera 


T 


nécessairement à un facteur < k; comme les fac- 


i+i1 
T T 


p . z T 
teurs vont en décroissant, le produit ee a 
i+ i+ 2 n +1 
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sera plus petit qu'une puissance de 4 marquée par le 
nombre de ces facteurs, c'est-à-dire plus petit que "+=, 
et par conséquent aussi petit qu'on voudra, en prenant » 


zx æ 4 
assez grand ; donc le produit T3 7? et par suite 


1 L9X 


le reste E (+4 (puisque e 


devenir plus petit que toute quantité donnée; d'où Fon 
Mg æ x 
conclut que la série 1 + q Hg He est convergente, 


^= reste fini), peut - 


et qu'elle a pour somme e”. 


127. On tire de là le développement de a*. En effet, 
si l’on observe que a= el“, d'où a” = e*!*, on obtient, 
en changeant, dans le développement de e*, x en xla, 


et en remplaçant el par a°*, 
í la (la)? (la) æ"(la)" 
(a= + Épe Et ) PEU à hd, 
l 1.2 1.2.3 2, ne 
y a+ (jay + 
| T ( k a+, 


1:2.,:..(2 +1) 


résultat qu'on aurait pu obtenir directement. 


DÉVELOPPEMENT DE SINX ET DE COST. 


128. Soit 


f(z)=sinz; 
on aura, en appelant z un nombre par quelconque, 
ra ESEA +; x: Ff'(z)=—sinz, Ff"(x) = —0cosx, 
S= (z)=sinz,..., fM(z)=Fsinr, f (2) = pF coss; 
d’où 


Fflo)=0o,, f'(o)=1; f'(0) =6; F"io)=—1,..,, 
F'M(o)=0o, fr) (0x) = Ecos(0r). 


Il faudra prendre + cos(8x) ou — cos(0x), suivant 
que n +1 sera de la forme 4p +1 où 4p + 3. On aura 
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donc 
: rih an x 
MERE ES aE 
gm z+ 
on UR LT, os SORA 
l+ F r) 


Comme cos(ôx) est moindre que l'unité et qu'on 
peut toujours prendre n assez grand (n° 126) pour que 
ati 
1.2...(2+ 1) 
née, la série 


devienne plus petit que toute quantité don- 


Em æ* 


miana TR D js 
est convergente quel que soit x et a pour somme sin x. 


T . z 
Lorsque lon aura >z le signe de cos (8x) dépendra 
de la valeur de 8, et l’on ne pourra pas, en général, sa- 
voir le sens de l'erreur commise, lorsqu'on s'arrêtera à 
un terme d’un rang déterminé. Mais si, comme il arrive 


. . T . . 
ordinairement, x est < 5? cos(9 x) sera toujours positif, 


et l’erreur commise sera alternativement en plus ou en 
moins. 


129. Soit maintenant 
Jla) = coszr; 
on aura, en appelant z. un nombre impair quelconque, 
f' (x)= — sings, .f"(z)=— coss, 
S"(æ)=sinr, T aid t IEA T 
Sz) = F sinr, FH (0e) =F cos(0x); 
on aura alors 
x’ x‘ 


eee a 


pzm E TT: TE ro 
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d’après ce que l’on a déjà démontré (126), on peut done 
écrire, quel que soit x, 


aP. ad z$ 


e a 2 aSa * CREAN EE o 


FORMULE DU BINÔME POUR UN EXPOSANT QUELCONQUE. 
130. Proposons-nous de développer (a + b)", m étant 


quelconque. On a, en posant = 4%; 


(a+ b}r=[alti+ rie a"(1 + x). 

La question étant ramenée à développer (1 + x)", 

soil 
f(z)= (1+ z)"; 
on aura 
f'iz)=m(i +a, f”(2)= mm) (i+ 2, 
f (x)= m (m — 1)... (m — n + 1) (1 4 zx}, 
S+ (02) = m(m — 1). ..(m — n) (140r... , 


ct, par suite, 


(m — 1) 


MES FH NT 


4 


q mmi). (m —n+i) a 


152-3677 
| am 3); (0 — A) 


1.2.3...(n +1) a RD T 


131. Supposons d'abord que l’on ait, en valeur ab- 
solue, xœ>1; je dis que dans ce cas la série sera diver- 
gente. En effet, on a pour l'expression de deux termes 


consécutifs : 
_ m(m—1)...(m'— p +1) 


ra ITED) Ki 
pii ntem (Rep) 
1.2.3...(p—1) 
; tpa (maie ) 
par suite, k =(—- 1Jæ. 
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Comme ce rapport, à mesure que p augmente, tend 

vers — x, et que x est plus grande que 1; il s'ensuit que 
la série est divergente. 


132. Quand au contraire x est plus petite que 1, en 
valeur absolue, la série est convergente et a pour somme 
(1+ x)". 

Supposons d’abord x positive, on aura 


pu "m1. (m— n)x"+ ( 1 | Me 
(A 1:3.3- 22) 1+ 0x í 


Le premier facteur peut se mettre sous la forme 


mim—1)...(m—i+i)z 
UE EX: 
m —i Mm—i—1 m— n 
- t. ——— EE 
it LE mt nI 


z£. 


Les facteurs de la dernière ligne convergent vers — x en 
prenant č assez grand, et si À est un nombre positif moindre 
que 1, mais plus grand que x, on peut supposer i assez 
grand pour que chacun de ces facteurs soit moindre que, 
abstraction faite du signe. Leur produit sera donc moin- 
dre que A"#-, et par conséquent aussi petit qu'on vou- 
m(m —1)...(m— n) 
Br a (nF I) 
aussi petit qu'on voudra en faisant croître z. 


dra. Donc le produit total x"H sera 


1 n+i—m 
Quant au facteur (5) 2 comme son exposant 
1+ 0x 


finit par être positif, il tend aussi vers o, à moins toutefois 
que 9, qui dépend de z, ne s'approche aussi indéfiniment 
de o. Mais dans tous les cas ce facteur reste moindre 
que l'unité. Par conséquent, le reste R tend vers o, 
quand n croît. Donc la série représente (1 + x)" pour 
toute valeur positive de x plus petite que 1. Comme 
d'ailleurs le reste change de signe quand z augmente 
d'une unité, les sommes successives de la série seront 
alternativement plus petites et plus grandes que (1 + x)". 


I. 2° édition. 8 
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133. Si la valeur de x est négative, rien ne prouve 


que le facteur ( 


1+ 0x 
et même il devra croître, à moins que 6 ne tende vers o. 
Il faut alors recourir à la seconde forme du reste (118), 


\n+i-m d X 5 A 
) ne croitra pas indéfiniment, 


__m(m—i)...(m—n) 


BE me ND) A0 ET A 
on a donc, en valeur absolue, si l’on pose x = — z, 
mmr ..(m—n) .., a (1— 0z)" 
A TEE Feet (1— 602} ? 
ou 
_ m(m—1)...{m—n) a [1—9 \" ERA 
7 TYAN en (E) Aue ia 


Le premier facteur tend encore vers o, quand z aug- 


mente (132). 


; 1—0 — 0 \" 
D'un autre côté, comme on a ap En 
1 — 0z 1— z 


peut devenir plus petit que toute quantité déterminée, à 
moins que ĝ ne tende vers o, et dans ce cas même ce fac- 
teur est toujours plus petit que 1. 

D'ailleurs (1 — 9z)” est <rsim—x1 est positif, 

1 

et < q =z) 
les cas, une quantité finie. Donc R peut devenir moindre 
que toute quantité donnée, si z est assez grand. 

En résumé, si x tombe entre —1 et +1, on a, quel 
que soit m, 


si m — 1 est négatif : c’est donc, dans tous 


TETE ER mep =ı) ai m(m— 1) (m—2) 


H... 
1.2 1,23 + 


DÉVELOPPEMENT DE log (1 + x). 
134. Soit + 


flæ)=l (1 + 2). hd 


(On ne cherche pas à développer 1x parce que 
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.x =o rend infinies cette fonction et ses dérivées.) 
On aura 


S'i = (ia, f" (2) = i(i Ha, fx)= Ha). 
f(z) =&1.2... (n — 1)(1 +2), 
Paa C ER E A et, 
donc 
7" RL UE + a F -ahia 1 
D de lus cui amis des et 
(14r) = 2x +3 Lt 


a 
Pl 


n +1 XTE OaE 
Le rapport d'un terme au précédent est en valeur ab- 


P 


solue x, et converge vers £ qu augmente. 
olue TaT, g quand p augmente 


Donc (52) la série est divergente lorsque x est > 1, en 
valeur absolue. 

Supposons maintenant qu'on ait, en valeur absolue, 
x< 1. Dans ce cas la série est toujours convergente et 
nous allons démontrer qu’elle a pour somme 1 (1+ x). 

1° Soit d’abord x positive; on a 


I ( z | 2 
R = — i 
n+1\1+06x 


4 


© . . . 
TE" une fraction proprement dite; sa puissance 
i z 


(n +1)” pourra devenir plus petite que toute quantité 
donnée; et il en sera de même de R, à fortiori. 

2° Soit maintenant x négative. Posons x = — z. On 
aura, abstraction faite du signe, 


I zt! I z n+1 
Rene es n) : 
Mais, sous cette forme, on ne voit pas que le reste tende 


vers 0; prenons donc l’autre forme de R (118), 


1 


e F oi ani 0)" 


E Jere = a — 0) x 


~ æ 
on aura 
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/z— 0z 
est <z <1. Donc pi 


e — 6 
Or É E 


SEA E et par suite 
fz—0z\" z . : 
PERS X gz peut devenir plus petit que toute 


d 
quantité donnée. 


Ainsi, lorsque x tombe entre -+ 1 et — 1, on a 


2 w 4 
(1) (1 +2)=2— +57... 


3 4 
FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES. 


135. On tire de la série (1) des formules très-commodes 
pour calculer les logarithmes népériens des nombres. 


h 
En posant x = -; on a 
T 


+)=1 (1+4) =l(r+4)—1lr; 


L AE h\° 
w+ ss (Se) + (SE) 


Si A1, on aura 


d'où 


i 1 I 
atiii. T3 Le re LEE 
formule qui donne 1(y +1) au moyen de ly, et d'une 
série qui est très-convergente lorsque y est un nombre 
très-grand. 
Cependant on peut encore obtenir une série plus com- 


mode, On a, en changeant x en —x dans la formule (1), 
(2) (i—-z)=-s---sege DR 
donc 
; a 
(ra) (ir) (1) a (re tpt) 


I z 
Posons zi 


h : h 
= + —; On en üre x = ————; et comme 
ris 2Y+h "5 2 


h\ s 
l -}) =l(y+h)—if, 
(1+5) (+4) —1y 


P 
Í 
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on aura 


at À 1 x 
(3) Irti =i =a esse 


C’est au moyen de cette série que l'on calcule 1.10. 
On fait d’abord y = 1, h = 1, et l’on a 


1 1 I 1 
maitres) 


puis 


I I 
1.4=o2l.2, 1.5=1.4+2 (£ + So À: š ): 
De là on déduit 
l. 10 = l.2 +1. 5 = 2,3025818, 


et, par suite, le module du système décimal 


— = 0 ,434294482 = log tab. e. 


l.10 
136. Posons 
y= 5 et y+h=a— 5t hh, 
ou y= (x+ 5)(z— 5), 
y+ h=(z+4)(z—4)(z+3)(z—3). 
En substituant ces valeurs dans la formule (3), on a 


(x4) + (2—4) +l(2+3)+ (1—3)—21£—l(1+5)}—(x—5) 


= à | 7 2, (À J+ 
1255270 |r 25472) 52 257 +7 di 


Lorsque x est très-grande, le second membre de cette 
égalité est très-petit. En effet, si l’on a par exemple 


x >1000, le terme RS -SEEE plus petit que 
y at — 252 + 92 
I 
2004 car 
“ija 2 2 i 72 
7 7 < 7 £ 


Fan A a TATS T io 5 
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Les autres termes de la série seront beaucoup plus petits 
et décroitront mème très-rapidement; par conséquent, si 
l’on avait x = 1000, où un nombre supérieur, on pour- 


š 3 I 
rait, avec une erreur moindre que ——; poser 
10° 


I(x +4) + l(z— 4) +l(x + 3) + I(x — 3) 
À 
— 2x —1(r+5) -= I(x — 5) =o, 


formule qui donnerait l’un quelconque de ces logarithmes 
lorsque les autres seraient connus. Il est facile d'obtenir 
une multitude de formules de cette espèce. 


137. Lorsque deux sombres sont supérieurs à une cer- 
taine limite, telle que 10000, leur différence, pourvu 
qu’elle soit suffisamment petite, qu’elle ne surpasse pas 1 
par exemple, est sensiblement proportionnelle à la diffé- 
rence de leurs logarithmes. 

En effet, comme, en s’arrêtant au premier terme, dans 
la série de Taylor, on a 


i a T 
tes 

RE JO NP 2 D I 
aa A < ee Ty +0 

I 
. = æl Sie sogi 
si h=1, Ur +1) 7 Fr +0? 
(y +h)—ly_, y+ 

donc y+i)—lr 7 +04 


Comme il n’entre ici que des rapports de logarithmes, 
on peut écrire, dans un système quelconque, 


log( y+ #)— logy _ ñ rx + 
log(> +1)— logy 7 +604? 


puisque les logarithmes des mêmes nombres, pris dans 
deux systèmes différents, sont proportionnels (64). 
y P é 


Or —— < A EEST ou Z I gs 
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de mème 
y+ EE PM 
ERT MEES RS DE 
LE g 
Donc SE © z 


; f 1 : 
w étant plus petit quesi par suite, 


log (y + 4) — 1087 2 (tw); 
log(y + 1)— logy ; 
donc 
log gr +h) — logy = [log( y + 1)— log y\h 


+ oh[log(y+1)—logy]. 
Donc si l’on pose 
log (y + 4) — logy = [log (y +1) — logy ]h, 
l'erreur commise E sera 
oh [log(y +1) —logy]=vhloge [I (y + 1)— Iy], 


ou, ce qui revient au même, 


E = wAloge 


I 
? 
rAr 
et comme on a 
1 


I E 
Er FEV loge <="); AKT 


on aura 


E< > “RE 


De = si y est `> 10 000. 


138. OS on a 
_log(r+4)—logyr _a 
— loøg(y+1)— logy H 


en négligeant la quantité ho < si Si y est > 10000, on 


` I sl ` 
adonc hà près. Mais il y a une autre erreur à 
10 000 i 


(*) Les logarithmes étant pris dans le système vulgaire. 
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craindre, parce que a et b ne sont connus qu’à une unité 


` A LA I ` 
près. Alors % ne peut être obtenu qu'à == près: 
100 
DES LOGARITHMES CONSIDÉRÉS COMME LIMITES D EXPRESSIONS 
ALGÉBRIQUES. 
€ S 1\x 
139. Nous avons vu que e= lim (1+-— quand p 
F- 


devient infiniment grand. On peut démontrer que 


zx m 
e = lim (1+2) 
m 


quand m devient plus grand que toute quantité donnée., 
En effet, si l’on pose 
m 


\ æ\x 
p= ona 1+ — = e+ g, 
m. } m 


æ étant une quantité qui s'évanouit quand m est infini. 


Donc 
© 
(: Ta 
m 


Cette égalité a lieu quel que soit m; par suite, elle a encore 
lieu à la limite, quand & = 0. Donc 


£ æ\" 
(1) e=im(1+2) . 
m 


X 


)= (e+a}. 


On pourrait le démontrer directement, comme on a 
, ; . FAT 
démontré que e = lim | 1 + =) . 
140. Si lon pose 
EE doh eE 
(0 & : ui AU 
il s'ensuit que y = lim ap E 
par conséquent, 


im Yy = lim (1422) ou PUMA) | 
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On peut d’ailleurs le démontrer directement. En effet, 


puisque ! (1+ x) = 


T ET) 
> si l’on pose 
1+ 0x 


1x = YT» d'où z— Vr— i 


mo l Vr—1 

IC SE Lan à 

gua (Yr) mn +071 

donc kr = ( dy) ; 
1+0(Vr—1) 


Or, si m est très-grand, Ty—1 est une fraction extrê- 
mement petite, qui à la limite devient o; d’où l’on déduit 
encore 


(2) ly = lim{ m(Yy—1)] quand » — . 


Cette formule pourrait servir à trouver approxima- 
tivement le logarithme népérien d’un nombre, du moins 
en théorie. Pour la commodité du calcul, il faudrait faire 


m égal à une puissance de 2, et alors Y y s’obtiendrait 
par des extractions successives de racines carrées. 


141. On peut déduire de la formule (2) le développe- 


ment de 1(1+u) en série. En eflet, si l'on pose 


TS =1+u, 


on aura m(Yy—1)= m PC 1 


et siu est moindre que l'unité en valeur absolue, le second 


membre pourra être développé par la formule du binôme ; 
on aura ainsi 


D Re CL Cm 


ce qui donnera, en supposant m = © , 


u’? u° 
(A) = Ste. 
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EXERCICES. 
3 3 
1. are sin = rtt EEA E + ER 


2. ecosnx —1+ (a+ n°) cosp 2 + (a+ ré )cos 29 


z 
3 


+ (a+) cos 39 


H 
212 REX! $ 
a ep ) ASET E 


n ‘ . 
Dans cet exemple = arc lang On examinera les cas particu- 
liers: a= n = 1; a = cos; n= sinb; a=-; n= 


2 


E RETE a 
a (aresine) = 2 (245E CRAN LME 
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oo mme pement 


DIXIÈME LEÇON. 
FORMULE DE MOIVRE ET SES CONSÉQUENCES. 


Généralités sur les expressions imaginaires.— Formule de Moivre. — Déve- 
loppement du sinus et du cosinus d'un multiple d’un arc suivant les 
puissances du sinus et du cosinus de cet arc. — Développement d’une 
puissance d’un sinus ou d’un cosinus suivant les sinus et les cosinus des 
multiples de l'arc. — Théorie des exponentielles imaginaires. — Loga- 
rithmes imaginaires. 


GÉNÉRALITÉS SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. 


142. La résolution des équations du second degré qui 
n’ont pas de racines réelles conduit à des expressions que 
lon nomme imaginaires, et qui sont de la forme 


a+ bY—1. 


On a trouvé de grands avantages à les introduire 
dans le calcul : on les combine par voie d’addition, 


de soustraction, etc., en opérant comme si y—ı 
était un facteur réel dont le carré fût — r. On obtient 
pour résultat de nouvelles expressions imaginaires, et il 
est utile de reconnaître les relations qui existent entre les 
quantités réelles comprises dans les expressions données 
et dans celles qui résultent de leur combinaison. 

Une équation où entrent des quantités imaginaires est 
la représentation symbolique de deux équations entre des 
quantités réelles. Ainsi, l'équation 


ARS Fons PEE AE S r 


comprend les deux suivantes : 


143. Toute expression imaginaire a+ by—1 peut être 
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mise sous la forme r (cost + y—1 sinz). Il faut et il suffit, 
pour cela, que l’on ait 


rte a ; 
r=Va +8, cost=—— et sine = — 
Va + b? a+ b 


9 
on a aussi 
tang ¿ = c3 
a 
La quantité r, que l'on prend toujours positive, est dite 
le module de l'expression imaginaire. Les valeurs de sint 
et de cost font connaître l'arc £ ou l'argument : on le 


choisit ordinairement positif et plus petit que la circonfé- 
rence. 


FORMULE DE MOIVRE. 
144. Le produit (cosx +y—1 sinx) multiplié par 
(cosy + V—1siny) a pour partie réelle 
cos cosy — sinz siny ou cos(r +7) : 
et pour coefficient de Ÿ—1, 
sin z cosy A siny cosæ ou sin(z +y). 
Par conséquent, 


| (cosz + ÿ—1 sinz) (cosy FN siny ) 
l= cos(z4+y)+y—=1ı sin(x +y). 


On conclut de là, quel que soit le nombre des facteurs, 
| (cosx + ÿ—1 sinz) (cosy+ ÿ—1 ins) (cosz + ÿ—1 sinz)... 
| = Cos(r+y+z+...) + V1 sin(z+y+z +...) 


En supposant x —y—z—..., on en déduit, m dési- 


guant un nombre entier et positif, á 


(1) (cosx +y =1 sinz)" = cosmx + 1 sin mz. 
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Cette formule, appelée formule de Moivre, est encore 
vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou 
négatif. 


DÉVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS D'UN MULTIPLE 
D'UN ARC SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS ET DU COSINUS 
DE CET ARC. 


145. Si l'on développe la formule (1) et que l’on 
égale, de part et d’autre, les parties réelles et les parties 
imaginaires, il vient 


m (m —1) 


COS MT = COS" r — — cos"? r sin?x 
1.2 


É m (m1) (mt — 2)(m =i) aina... 


r.2.8.4 
et 
sin mz = m COS" !zx sinx 
3) m(m—ı)(m— 2 
S — m (mr) (ma) ss sins +.... 
1.2.3 


On voit que cosmx et sinmx s'expriment en fonction 
rationnelle de sinx et de cosx. Dans tous les cas, cos mx 
peut s'exprimer en fonction rationnelle de cosx seul, mais 
sinmæx ne peut s'exprimer en fonction ra tionnelle de sinx 
seul que si #2 est un nombre impair. 


X 
DÉVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE D'UN SINUS OU D UN COSI- 
NUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MULTIPLES 
DE L'ARC. 


146. On peut aussi résoudre la question inverse et dé- 
velopper cos”x et sin™x suivant les cosinus ou les sinus 
des divers multiples de x. Soient 


= cosr + ÿ—1isinz et v= cosxz — y— 1 sinz, 


onaura 2cosz =w+e et 2ÿ—1sinx—=4—v,; 
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de là résulte 


mm —ı) 


| 2" cos” æ = (u + pe)" = u” +- mu”—' p -+ urp. 
1.2 
m(m—1) 
a TAFU TEE, UE y mu- e o", 
Le 


Il convient de distinguer deux cas. 
1° Quand mn est pair et égal à 27, le développement ren- 
ferme un nombre impair de termes et il y a un terme du 
mim—i)...(r +1) 
12237 
groupant les termes également distants des extrêmes, 


milieu qui est u“w". On a donc, en 


| 2" cos” s = u” + o 4 miw (uH) nn 
‘ Mm\Mm—1)...\Rr + 

| mem ).- (z +1) 
| e P 


a a 


Or P+ = 2cospx et WPyP =i, puisque uv=1; done 


| 2” cos” x = 2 COSMT + 2m COS(m — 2) x +... 


| 4 pS. oA 
d'où 
2™—! COS" z — cosmz + m cos (m — 2) <x 
ee nn: A 


2° Si m est impair et égal à 2n +1, (u+v)" aura un 

nombre pair de termes, et l’on obtiendra facilement 
2-1 coS" x = cosmx + m COS(m — 2)x 

{2) | m{m—1) m(m—1)..(n+ 2) 


©" cos (mm — 4 )r +... + 


cosx. 
1.2 1:00: ER 


447. Pour avoir sin"x, il faudra prendre la formule 
u—v—2y—: sinz, FAR i 


f. ; 
et en élever les deux membres à Ja puissance mm; il 
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viendra 
r m—1 
(V1 )" 27. sin" x = u" — mu" + ad m= I ne. 
Ea 
m (rm — 1) 
+ uwr pmu Ho. 
1.2 


1° Supposons d'abord m pair et égal à 2n. Alors 
(V=:)" =(—ı}, 
et il y aura un terme du milieu qui sera 


q n(m. ; Alaiak) E E 
11200, 18 


On aura donc, en groupant les termes deux à deux, 
Fr 1}. Min" x = (u" + o) — m ug (u"—? 4 gi) 


DC) aa ai 64) — ° 


(mi). +9 ú 
| ee 15292 hé 


ou, en remplaçant ut + v! par Se u*v* par 1, et 


divisant les deux membres par 2, 
(—1)" 2" sin" x = cosmx — mcos(m— 2) x 
(3) La m aiken 1) 


cos(m—4)z—... mm} (ati) 


RIT QE N 
2° Asie maintenant m impair et égal à 2n +1. 
Alors 
1) = (air V=, 
et l’on aura, en groupant les termes deux à deux, 


(—1)} ÿ = 2" sin" x = (ue — o") — muv (u"— — o"—) 


HAD equi)... 
Ets dr), EOE 
$ B 1:2- T 
En général, 


— À 2/1 sinkz, uk, 
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Donc, en divisant les deux membres par 2 ÿ—1, il 
viendra 
(—1) 2%" sin" z = sinmx — m sin (m — 2 )x 


(4) iain APE a E L | 
2 ; 1.2.,.n 


THÉORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 


148. On a pour toute valeur réelle de x (126) 
z? 2 
PIRE RH > 
À PAYNE 
Convenons d'appeler e*"—* le résultat de la substitu- 


tion de xy— 1 à la place de x dans la série ci-dessus : on 
aura 
gi y —iı x 
eV — à EL > = t 
cs 229 CRUE 
ou 


í KE e ET EN ERAT SEN 
ND AS Lg 


CRE et) 


\ 


ce qui revient à 
(1) e= = coss + V—1 sinz. 


En changeant x en — x, on a 


(2) ei = coss — 1 sinz. 
On tire de là 
EN er 
et Le z I 
COSE = —— 
(3) z z 
et 
(4) nee CRT 
i T=- _ . 
2 ÿ—1 


149. Lorsque x et y sont des quantités réelles, on à 


(5) “xd —e#. M 


http://rcin.org.pl 


d 


DIXIÈME LEÇON. 129 


La mème relation a lieu quand on a xV—1 et y V—1 
au lieu de x et de y. Effectivement on a, en multipliant 
membre à membre l'équation (1) et celle qu’on obtient 
par le changement de x en y, 


eV ei = cos(x + y) + Vi sin(a +y), 
c'est-à-dire 
eT y eI = er, 


On peut encore démontrer cette relation de la manière 
suivante. Quand x et y sont réels, on a 


EX = eT, 


il s'ensuit que, dans ce cas, 


3 A ; r ; 
(1e +. r+y+> +.) 
(6) i à 
(+y) 
EEF FI) ns 
Or cette relation est une identité, car elle doit avoir 
lieu pour toutes les valeurs réelles de x et de y, sans au- 
cune dépendance entre ces valeurs. Par conséquent , 


l'identité subsiste encore, lorsqu'on change x et y en 
xy—ı ety V—1; donc 
es x eV = er #7), 


150. Par extension, on est convenu de représenter par 
e*+Y Je résultat de la substitution de x + y Ÿ—1 à 
la place de x, dans la série 


4 
EER 
1,2 


HI 
1:29 


La formule e* X e” = e*#? est encore vraie lorsque 
les exposants sont de la forme x + y MEST 
En effet, on aura d’abord, en changeant y en yy—ı 
dans l'équation identique (6), 
egim er; 


I. 2° édition. 9 
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on a, par conséquent, 
HV = e( cosy + V—1sinr), 
ert Y= — e( cosp + V— 1 sine); 
donc 
eV Se ert VTi — tn cos(y +e)+V—isin(r+r) l; 
c'est-à-dire 


PA X< entr VZ — pa tu) VTi, 


151. Toute expression imaginaire a+ by—ı peut 
étre mise sous la forme et", En effet, comme 


eV = e (cosy + V—1siny), 
il suffit, pour opérer cette transformation, de poser 
cosy =a; csiny—=b; d'où (e} = a+ b, 


et comme e est toujours positif, 


i 
E= +Va+bt; d'où r= e e; 


On aura ensuite 
s = et siny k 
cosy = -= S = e 
y Va’ + b? Va + b: 
Alcrs, si ọ est le plus petit des arcs positifs qui ont 


pour cosinus, et 


— ———— pour sinus, on aura 
Va + eap E i 


yJ =2ir+y 


i étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
D'après cela, on a 


(7) pE m i A+ L)+(air+e) VE, 


On peut aussi obtenir ce résultat de la manière sui- 
vante. Posons 


p(cose + ÿ— sing) =a + bi, 
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on aura 


ns a L 
p= Va + b3, cosg = ERES et sing — 4 ín 
Va?+ b Va’ b: 


Il sufit donc que l'on ait 


{cosy + y= 1 sin y ) = p(cose + y=: sing), 
c'est-à-dire  e*cos y = pcosọ, esiny = psing : 
de là on tire (e}=p, d'où e=p= + Va +8, 
par suite cosy = cos? et siny = sin; 


donc 
J =2in +», 


i étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, 
ce qui donne, comme plus haut, 


a+ bYZ i = Alt (aire) Ve, 


LOGARITHMES IMAGINAIRES. 


152. Si lon convient d'appeler logarithme népérien 


de a +b y—:ı l'exposant imaginaire de e, dans l'égalité 
précédente, on aura 


I(a + BV) = lard) + (air +4) VZT. 


Sous ce nouveau point de vue, une quantité quelconque 
a un nombre infini de logarithmes, parce que ï peut avoir 
toutes Jes valeurs entières possibles, positives ou négatives. 

Si b = o, on a, en désignant par l(a) ces nouveaux lo- 
garithmes, 


l(a) =la + (air +e)ÿ—1. 
Si a est un nombre positif A, on a ọ = 0 et 
(A) =1A + 2ir y—1, 


ce qui montre qu'un nombre positif a un seul logarithme 
réel et une infinité d’imaginaires. 


9: 
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Si a est un nombre négatif — A,onag=ret 
I(— A)= lA + (2i+1)ryÿ—1. 


Ceci fait voir qu'une quantité négative n’a pas de loga- 
rithme réel, puisque, même en faisant = 0, on a tou- 
jours 

1(— A)= IA +rÿ—1. 


Dans le cas où À = 1, on a 


l{)=oirf—r et 1(—i1)=(2i+i)r y=- 


EXERCICES. 


4. Trouver la différentielle de 

y =1(cosx+ >r sinz). 
SOLUTION. dy =y—1dz. 
2. f(z) étant une fonction réelle, si l’on pose 


flz+rv—1)=P+0V—5, 


dP_dQ dP dQ 


— — 


dz dy’ dy dx 


on aura 


3. Si lon pose, dans la question précédente, 


dz4+dyy Z1 = Var + dř (coso + 1 sino), 


on aura 
EE ARS. Un sinz o 
=i 
PP = da” FM dy dr", 
sin" o 
ki Sin 7% dr cosz 
karar — i OS 720) 
S da” dx" dy 
P IE dy”. 
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ONZIÈME LEÇON. 
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS BINOMES. 


Résolution de l'équation 4” = a. — Théorème de Cotes. — Résolution de 
Véquation x" = — a, — de équation z” = a+ by— 1- 


RÉSOLUTION DE L ÉQUATION X” = a. 

153. La formule de Moivre peut servir à résoudre 
l'équation binôme x” = Æ+ a. Nous traiterons d’abord 
l'équation 
(1) x— a, 

a étant une quantité réelle et positive. A cet eflet, posons 
Cr (cost + y—ı sint), + 
d'où l rm (cos mt + Ÿ— 1 sinmt) $ 
on aura pour déterminer r et t équation 
rm (cos mt + y—1 sin mt) = a, 
qui revient aux suivantes : 
r” cosmt= a, r”sinmt = 0. 


En élevant ces deux équations au carré et ajoutant, on 
a d’abord 


0), 
d'où 
r=+ Va, 
+ Va désignant la valeur arithmétique de la racine m'è” 
de a. Il suit de là que 


snmt=o et cosmi= -+ i; 
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done 
Dir 
mt=2ir, d'où t= —, 
m 
i étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 


Ainsi l'équation (1) est résolue par la formule 
2ir r— . 2if 
Lr (cos 2E + Vian). 
m m 


154. Pour avoir toutes les valeurs de x, il suffit de 
donner à x les valeurs o, 1, 2, 3,..., m—1. En effet, 
posons 

i= mq] + k, 
k étant un nombre entier, positif et moindre que m. Il en 
résulte 
2ir akr ain ake 2ir 24r 


——=2qr + —; SIN — =sSIn 
ih m m m m m 


et, par conséquent, 

2ir — , 2x 2kr m. 24% 
COS — + VS = COS —— + Vs 
m m m m 


Donc la formule 


24r — . 24r 
(2) z = r | cos — + ÿ—:1 sin — 
m m 
donne toutes les valeurs de x, lorsqu'on attribue seule- 
ment à k les valeurs o, 1, 2, 3,...,m—r. 
De plus, les m valeurs ainsi obtenues sont diffé- 
rentes. En eflet, comme Æ est plus petit que m et 


. è 2kr z 
positif, on a — <27; par conséquent, deux quelcon- 


ques des arcs considérés n’ont pas, à la fois, même sinus 
et mème cosinus. 


155. Il n'est mème pas nécessaire de donner à k toutes 
les valeurs entières de o à m— 1. En effet, posons 


A—m—k%!, 
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il viendra 
2kr zkr 2kr 2kr . 2kr ..2k+ 
—=2r— cos — = c0S > Sin — = — sin A 
m m m m m m 
et, par conséquent, 

247% CR | 24!r — , 26'r 

COS — + ÿ— 1 sin — = cos — — y—ı sin . 
m - m m 
. ` ba 
Il suit de là que la formule 
2kr —— , 2kr 
(3) z=r (cos Erin); 
m m 


donnera toutes les valeurs de x en attribuant à k les valeurs 
m — 1 


. , m . 
0,1,2,3,..., jusqu'à TFou > suivant que m sera 


pair ou impair. 
THÉOREME DE COTES, 


156. La formule précédente, en faisant connaitre toutes 
les racines de l'équation binôme, permet de décomposer 
le premier membre de cette équation en facteurs réels du 
premier ou du second degré. 

Nous distinguerons deux eas : 

1° Sim est pair, on donnera à À les valeurs o, 1, 2, 


. , m 5 . 
3,..., jusqu'à = L'équation x" — "= o aura pour 


racines 
Tan 


Donc, en groupant les facteurs qui correspondent aux 
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racines conjuguées, on aura 


e” — re = (z — r’) (=— 2 reos 2a. + r) 
À m 
0 | js k a)x 
A (=—arcos2.ztr) .. (=—areos 2 zer) > 
m m 


2° Si m est impair, on doit faire À égal à o, 1, 2,3,..., 
m — i1 


> et l'équation x" — ;” = o aura pour racines 


er, 
2r — . 25 
z= r (ous a ENST E )» 
m m 


z= r (cos Ae A rE íz) ; 


m 


t — i -n 
z=r (cos OUE Sr sin E), 
m m 


Dans ce cas, on a 


\ a" — "= (z — r) (=— arcos a+) 

(2) « , 

| Xx (e-2renfs +r) .. (#—2rcos Cirat A +r) o 
m m 


L'interprétation géométrique de cette formule et de la 
précédente conduit au théorème de Cotes. 
Décrivons un cercle avec un rayon égal à 7; menons un 
Fig 7- diamètre AA’, et, à partir du 
point À, divisons la circon- 
férence en m parties égales. 
Prenons sur cediamètre une 
longueur OM = x, et joi- 
gnons le point M aux divers 
points de division. MB étant 


l'une de ces lignes, on aura 


MB = OB -+ OM — 20B.0M cosBOA, 


http://rcin.org.pl 


ONZIÈME LEÇON. 137 
} 27 
ou MB.MB =r r s ara cos- 
De même, 


MC. MC = r’ + r? — 277 cos fe, e. 


On retrouve ainsi les divers facteurs du second degré qui 
composent x™— r™. 

Si m est pair, il y aura deux facteurs réels du premier 
degré x — r et x +r représentés par MA et MA’. et dont 
le produit donnera le facteur du second degré x?’— r?. Si 
m est impair, il n'y aura qu’un facteur du premier degré 
x—r où MA. 

D'après cela, les formules (1) et (2) expriment ce théo- 
rème dù à Cotes, que la différence des m°"* puissances 
des lignes OM et OA est égale au produit des lignes 
menées du point M aux divers points de division de la 
circonférence. 


RÉSOLUTION DE L ÉQUATION X” = — 4A. 


157. Soit maintenant à résoudre l'équation 


z” = — 4. 
Posons encore 


z= r(cost + =: sint), 
d'où a= r” (cosmt + Y—1 sinmt); 
ou aura, pour déterminer r ct £, les deux équations 
r” cosmt =—a et r"sinmt= 0. 


On tire de là 
r=+ Va, sinm=—o, cosm=—t1. 
Donc 
(2i+ i)z 
EENT R 
m 


me = (2i 1), d'où 


i étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif; 


http://rcin.org.pl 


138 COURS D ANALYSE. 
par conséquent x est donnée par la formule 


[ (2i+ 1)r . (2i+ = | 
t= r] OS ———— HN simm ||: 
m m 


Comme dans le cas précédent (n° 154), il suffit de faire 
successivement č = 0, I, 2,..., (#2 — 1), pour avoir 
toutes les valeurs de x. De plus, ces valeurs sont diffé- 
rentes; en effet, si k désigne lun des nombres o, 1, 2, 
3,..., (m—1), comme Å est au plus égal à m—1 et 2k+1 


(2k + 5)r 


au plus égal à 2m — 1, est toujours plus petit 
P 8 J ptus p 


que 27; par conséquent, les m arcs considérés n’ont pas 
à la fois le même sinus et le même cosinus. 


158. Il n’est pas nécessaire de donner à k toutes les 
valeurs entières de o à m — 1. En effet, si l’on fait 
A=m—i—#, 


il vient 
[2m — (2k +i)]r — . [2m — (2k + 1)]z 
cos ———a + yV i smn 1m 
m m 
(BE pp. ati) 
= cos ——— — y—ı sin ——— > 
m m 


par conséquent la formule 


pan | cost? + DEN pes BE AAA “| 
m 2 m 
donnera les m valeurs de x, en attribuant à À toutes les 
valeurs entières jusqu’au plus grand nombre entier qui 
M — 
2 


RER TT , , x 
ne surpasse pas ; c’est-à-dire qu'on s'arrêtera à 


I — 2 M — 1 


si m est pair et à 


si m est impair. 


159. De même que dans le cas précédent, on pourra 
décomposer x" + 7” en facteurs réels du second degré, et 
trouver une interprétation géométrique du résultat. On 
aura un théorème analogue à celui du n°2456 avec cette 
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différence que les divisions de la circonférence en m par- 
ties égales ne commenceront pas tout de suite au point À, 


. . . . 3 T 
mais au point qui en sera distant de l'arc = 


RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION 2" = a + bY— 1. 


160. En dernier lieu, soit à résoudre l'équation 
a" a + bU—1. 


Remplaçons a+b V—ı par p(cose + ÿ— 1 sing); 
posons enfin RCE 
z = r (cost + V— i sint); 


on aura les deux équations 
r™ cosmt = p cosg, 7™ sin mt = p sing. 


On tire de là 


m; 


(r =p, d'où r"—=+#p et r= + Vp 


-+ VP étant la valeur arithmétique de la racine m” de p. 
Il vient alors 
cos mt = cosg, Sin mt —siny; 
par conséquent, 
de 2 ir + cA 


mt=2ir+e, d'où 
m 


i désignant un nombre entier quelconque, positif ou né- 
gatif; par suite, 


z= r( cos ZEE? + y= sin artn). 


On prouvera, comme précédemment, qu'il suffit de 
donner à #, dans cette formule, les valeurs o, 1, 2,..., 
jusqu'à m—ı, et l’on obtiendra ainsi pour x, m valeurs 
différentes. 


161. La résolution de l'équation 


a" +4 pr" +q=a 
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est maintenant facile à opérer; car on tire de cette équa- 
tion les suivantes : 


qui rentrent dans l'un des cas déjà traités. 
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EE 


DOUZIÈME LEÇON. 


EXPRESSIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS UNE FORME 


INDÉTERMINÉE. 
Vraie valeur des expressions qui se présentent sous l'une des formes 
2 Z, ox, 0°, 1". — Extension des règles précédentes. — Appli- 
cations. 


VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS 
o 
LA FORME 5 


162. Soit 2E ju une fraction qui se réduit à s quand 


x=a. On se ar de déterminer la valeur vers la- 


quelle tend _ z)’ » lorsque x s'approche indéfiniment de 


la valeur particulière a. C’est cette valeur limite de He j 


qu’on appelle souvent la wraie valeur de la fraction qui se 
; SR E OAS 
présente sous la forme indéterminée + Puisque (a) =0 


et f(a)= o0, on a identiquement 


“A A g(z)— g(a) 

g(x) __p(z) —g(a x elz) T— a e 

fa) crs LP NT Fa 
T— a4 


or, x tendant vers la valeur a, ELIR sene 
tendent respectivement, et par définition mème, vers 
y (a) et f'(a). Donc 
glz) _ '(a) mt) in A 
m fl) T Fa) ou 1m FGF Cf) 
On arrive encore à ce résultat par la série de Taylor. 
Supposons que f ("+1 (a) et g+” (a) soient les premières 
dérivées qui ne s'annulent pas simultanément pour 
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x=a; on aura, en posant x—a@a+/h dans la for- 


mule (11) du n° 122, 


j hr+:' i 

= — a a oo 

g(e PASSER er), 
ht 

fla+h)= fe (a+ 0h), 


1.2.3...12 +1) 
d’où 
gla +A) _ g0 (a+ 04) 
fiath) = fo a+ va) 


d’où l’on tire, en faisant h = o, 


lr)  ot"#t)(a) 


lim x) T fea) 


A . a" 4 o 

163. Exemrzes. 1° L'expression —- devient ~- 

T— a o 

our x =a. Or la dérivée de x” — a" est mx"! et celle 
Į ; 


. 2™ — a" 
de x — a est 1 ; donc la vraie valeur de ——— est ma"~' 
a 


pour x = a, quel que soit m. 
2° En appliquant la même règle, on trouve que, pour 
a — fax + Bax — 24 


jz 73 est ©. 


x = a, la vraie valeur de 
On peut le voir autrement, car 


a — hary as — 2a = (x — a) (x — 2a), 


a°— a= (2-- a) (2 + a); 


donc la fraction donnée est égale à 


(z — a (z— 2a) (x—a)(r—2a) 
(x—a)(z+a) +a ? 


expression qui devient bien o pour x — a. 
., sins à A o 
3° Soit —— Pour x= o, cette fonction devient = ; 
la dérivée de sinx est cosx, et celle de x est 1; donc la 
Pt sinx 
limite de —— est 1 pour x= o0. 


Ce résultat doit être considéré comme une vérification. 
mais non comme une démonstration, puisque nous n’a- 
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vons obtenu la dérivée de sinx qu'en nous appuyant sur 


EN . snr 
ce théorème, que lim —— est 1 pour x = 0. 


% Ko Sosina 
4° En appliquant la même théorie on trouve lim 


pour x = o; cette limite est o. 
On y arrive aussi de la manière suivante : 


E ER CAE 
lim = lim — x lim sinz = 1X 0 = 0. 
TI L 


On aurait de même 


tangs zn sing , 
lim SEF — jim > lim Sr VS 
m Cost 
» CR Ci ET — 2X 
5° Limite de pour x = 0. 
TI — Smr 
On trouve successivement 
g (x) He t—2 o 
TNL = = — pour x = 0: 
f'() 1— COST o P° 
LA g 
g” (x) E — e 
n T EE, our T= 0; 
f(x) sins o P z 
g” (x) e+ e 
7 EE PE * — | pour z= 0: 
s) cosx 


La limite cherchée est donc égale à 2. : 
On serait parvenu à ce résultat, en remplaçant e”, e* 
et sinx par leurs développements en séries. En eflet, 


P E 
LT 2 2 + 


PES CAT 
a? Ea 
E I A JEU 
Sos A e RAC TN 
: æ æ 
el — mets ques . 
aor RAE EN 5 . 
donc 
Tr?’ 
EC — e — = 
3 ga a( 2.3 rs +) 
g? $ 
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DTA 


d'où 


aE AA ) 
eet ys ? 1.2.3 CS OX PA 


x — sinr a 2° 


13.37 133.487 


Si l'on divise le numérateur et le dénominateur du se- 
cond membre par x°, puis qu’on fasse x — 0, on trouve 
encore 

Le mr 
hi — 27 — 

T— SINT 


.._ 
6° Dm = —?2 pou r=1; 


=I pour z=1. 
Eh 


a 
VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME D 


e(z) 


164. Supposons que l'expression —— prenne la 


fix) 


a - 7 3 y 
forme z? P r= a, il s’agit de déterminer la valeur 


de lim e l. On a 


or, pour x = sont nuls. Donc la vraie va- 


2 1 
de Fa glz) 


leur de ceite PEA sera la limite du quotient des 


dérivées de —— et de re 2)’ et l’on aura 


TG £) 
_ f(z) 
im 22) IG S'{æ) , glz) e(æ) 
lim $z = lim "7e. -lim [TE Ta Pa fr) al 
(z) 
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ou, en désignant par À la limite de 


d’où 


On retombe ainsi sur la règle donnée dans le cas où 
> ; (re 0 ; 
l'expression proposée devient—; par conséquent, si 2 +1 


désigne l’ordre des dérivées de 9(x) et de f(x) qui, les 
premières, ne sont pas nulles ou infinies à la fois, on a 


g(z) _ gr (a) 
fa) Fa) 


165. La démonstration précédente suppose que A ou 


lim m est différente de o ou de l'infini; je dis d’abord 


que la même règle subsiste quand A =o. En eflet, 
g désignant une constante, l'expression 


lim =— 


(2) (a) +872) 
r. Pal CAE 17 
deviendra encore © — pour T—a; mais comme À ou ge. 


est nulle, sa vraie valeur est g. Donc, d’après ce que 
nous venons de démontrer, 


_g'(a)+gf'(a) _ g (a) 
Ton leon, M AG), 
donc 
diel. 1 2 
P aah 


Ainsi, dans ce cas, l'application de la règle générale con- 
duit à la vraie valeur de l'expression. 
Il en résulte qu'elle y conduirait encore si À était in- 
I. 2° édition, 10 
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gla) La) FREES. 


=œ, 0na = 0. Donc 0, 


f(a) yla) g'(a) 
a) 
a) 


finie, car si 


et par conséquent Le = © . 


VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME OX © . 


166. Pour trouver la valeur de l'expression ọ (a) f (a), 
dans laquelle ç(a) =o et f(a) = æ, on observe que 


a 


lo 


(z)f (=)= 


S 


. . . m 
expression qui devient z Pour x= a. 
On peut encore poser 
g(r) f(x) = Poter 
gi) 
À 3 D 
qui devient z pour LT = a. 


Dans les deux cas, on appliquera les règles précé- 
dentes. On trouvera ainsi 


x nr 2 
lim Le — x) tang | == pour z=1. 


167. Lorsque les dérivées de ọ(x) et de f(x) con- 
duisent à des expressions qui présentent loujours pour 
æ= a la mème indétermination que celle dont on cherche 
la vraie valeur, on est obligé d'avoir recours à des artifices 
particuliers. Celui qui réussit le plus généralement 
consiste à remplacer x par a+h, à développer les 
fonctions par la série de Taylor, à opérer toutes les 
réductions et simplifications possibles, et à faire finale- 
ment k = 0. 


TA + Vz A o $ 

Ainsi Va Va +Vz—a devient — pour >= a. Le 
Va — a o Ai 

(n-a = 1e poui #24 Ais gestan L=asÀ me obtr, 

s > 

{4 SONIT 


„= TT = Zhttp#/rdnorg:pl 


DOUZIÈME LECON. 147 


i I 
. RY zay Tr 2VT— a . o 
quotient des dérivées TSA Y devient —, 
x ea 
Vz'— a 


et il est évident que les dérivées suivantes donneront 
toujours 2. Pour déterminer la valeur de cette expres- 
sion, posons x = a + h; elle devient 
Va+h— Va + yh 
yh y2a + h 
Si lon multiplie les deux termes de ce rapport par 
Va + h+ ya, il vient 
h+ Var tva). 
Via + hiya + h+ Va) 
L 3 
divisant ensuite ces deux termes par VA, on a 
Vh Va+h+ Va PA 
ť— —— pome — i 
V2a +h(ya +h- ya) 
expression qui, pour h = o, devient 


2 Va 1 
+ = ou  — À 
2Va.y2a V2a 


On serait encore parvenu à ce résultat, en développant 


Va + h par la formule du binôme. 


VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME 0° 
ou 1°. 


168. L'expression f(x)’ prend une forme indéter- 
minée lorsque les fonctions f(x) et (x) s’annulent 
toutes les deux pour x =a; on trouvera sa vraie valeur 
en cherchant celle de son logarithme o(x)1 f(x). 


Par exemple, soit à trouver pour x= æ la limite 
10. 
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de f (x). Le logarithme népérien de cette expression 
If (z) f'(x) 
$ Jiz) 
Le im 
lim f(z)" = e Ke), 


est 


> et sa limite est celle de + On aura donc 


De même la vraie valeur d'une expression qui prend la 
forme 1” se déduira de la vraie valeur de son logarithme 
qui prendra la forme œ X 0. 


EXTENSION DES REGLES PRÉCÉDENTES. 


169. Les règles établies ci-dessus, pour trouver la 
valeur des expressions qui deviennent indéterminées pour 
x = a, subsistent encore lorsque a devient infini, puis- 
qu 'elles sont vraies quelque grand que soit a; mais la dé- 
monstration ne pourrait plus se faire de la PCs manière. 
Nous, allons arriver directement à ces règles dans le cas 


. . Le] 
d’une expression qui prend la forme = pour r=% . A 


cet effet, soit x on aura 
I 3 1\ 
s(n=s(2), f(x) = (+); 
d'où 
I 
e (- 
lim 2 €) — lim =i 
Mpix) L 
r() 
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° 
ou bien 


= lim 


z); g'(x) 
FT 70 FE) - 
; J 
Mais avant d'appliquer les règles il faudra bien s'as- 


r 

. z RES T 
surer que l'expression proposée, ainsi que Fe Ear, ap 
proche d’une limite quand x tend vers l'infini, Par 
exemple, l'expression 


cos x 
+ 
æ+ COST _ £ 


z—sinz sin z 
I 


tend vers 1 pour x=% , tandis que le rapport des dé- 
Eš 


PN. Sin x A . r a? 
rivées ——— a une valeur complétement indéterminée 
osr 


quand x = « . 


EXERCICES. 
i ima e= ii ELIE TOT t 
r imz'e = line #0 pour t= ; 


cette limite est encore o, même quand z n’est pas entier, comme 
on s’en assure en développant e” en série. 


2. lime*=1, pour x—«. 
L 
3. lim(Az"+Bz""'+.,..£LUŸ=1, pour æ =. 


4. lip (+r =e pour x=o. 
a — bF 
T 


=la— lb pour æ—o. 
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= TREIZIÈME LEÇON. 
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Extension du théorème de Taylor aux fonctions de plusieurs variables. 
— Extension du théorème de Maclaurin. — Propriétės des fonctions 
homogènes. 


EXTENSION DU THÉORÈME DE TAYLOR. 


170. Soit u = f (x, y) une fonction de deux variables. 
Pour développer f(x+h, y+%k) suivant les puis- 
sances de % et de k, on change d’abord x en x + ht, 
J'en y+kt et, dans le résultat f(x+ht, y+ kt) 
développé suivant les puissances ascendantes de £ par la 
formule de Maclaurin, on fait 1—1. 

Soit donc 

S(z+ he, y+ kt) —=9(t) =U; 
si lon pose, pour simplifier la notation, 


z+ht=p et y+kt=q, 


U= g(t) =f (p, 4). 


Maintenant on a, d’après la série de Maclaurin , 


ou à 


e s 
EOE (0) en (o) re 


= 0) (0) +R 
PEL (0) 


==- [9 (8e) —p™(0)]. 


Mais, à cause de ọ (t) = U, 5 
dU dU du, dU 
'(t t=” + — 4 (7 hs) de 
g (e)a ea 4 , 
puisque l'on a 
dp = hdt, dq = kdt; 
donc 
A du, vAN 
PUS TE TT É 
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Si l'on désigne g (¢) par U’, U’ sera encore une fonction 
de p et de q; et l'on aura 


dU’ dU' ŒU d’ U dU 
S z= — k= — h CAR k? 
? (£) dp A dq ; dp? dr g dpdq T dq’ 


Mais le dernier membre n’est autre chose que le déve- 
dU dU , \° ; 
loppement de T h+ Pr k) dans lequel on aurait rem- 


placé d U? par d? U; on peut donc écrire la formule sym- 
bolique 


% 


AU, -dU \® 
n == Ear i x i 
4” (6) (z +T ) 


on aura de mème 
‘dU dU ,\6) 
— A —— k 
( dq t 4 ) = 
et, en général, 


dU dU \™ 
(») = | — — s 
? (¢) (o h + i :) 


ce qu'on démontrera aisément en faisant voir (comme 
pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs 
variables) qu’une nouvelle différentiation revient à mul- 
tiplier chaque terme de l'expression symbolique par 
dU 
dp 
dices de différentiation. - 

Ainsi donc on aura généralement : 


h+ T k, puis à changer les exposants de dU en in- 


d" U ” n(n —1) d'U 
n) g n n=l —? 
|e (e) dp" A An dp"— dq Ross 1.2 dp""di PATES 
d'U d'U 
ni -n 
pdam = lk PENAN 


171. Maintenant, comme 
u=f (z, y). U=f(p; 1) "P= xlt, q=y + kt, 


si l'on fait t= 0, p devient égal à x, qà y, Uàu, et 
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l’on a 
(O= (T7) a 
` du du 
y (0) = T h + Ea k; 


du du .\t) 
gl") (0) = (Taga) $ 


d’ailleurs, si l’on pose t= 1, on a 


1 
= — | os) — o) s 
R= nle) = elo); 
done 
|Je+hr =i hk+ + (Eh +54)" 
4 I du ET, a 1 (h du (a) R 
F533\& dy ARTS æ Cd Gite 


On a d’ailleurs 


I dU dU ,\(") du du ,\(#) 
(ete) (gere) 


expression dans laquelle il faut remplacer p par x + 6h, 
et q par y +64. 


172. Comme k et k sont les accroissements arbitraires 
des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer 
par dx et dy, ce qui change g’ (o) en du, g'(o) en 


d'u, etc., et il vient : 


dr 3 
(ritn enal e FAN a wap +. 
d"u 
| + — +R. 
e A 


On parviendrait de la même manière à la formule 


f(z thy kiat ly) 
(2) E fag PEEL} 
Qu 1,2: 1 


+R, 
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où 
iU? d (n 2 
au ; EN au k+ au ATER $ 
1 dp dq dr 
R = 
1.2 n du du ñ du l (") 
4 (a dy lz 


Dans cette expression symbolique, on a 


u= flx, 7;3...), UZES (Paga r...), 
p=z+0h, qg—=37 +06, r=2+01..., 


et 9 représente une fraction positive. 

Quand on reconnait que le reste R peut devenir 
plus petit que toute quantité donnée, lorsque n est 
assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre 
de l'équation (2) est convergente et a pour somme 
flath, y+k, +1, ..). C’est la série de Taylor éten- 
due à un nombre quelconque de variables. 

173. On peut faire voir ici, comme pour les fonctions 
d'une seule variable, qu’en prenant 2 et k assez petits, 
un terme quelconque du développement, s’il n'est pas 
nul, surpassera en valeur absolue le reste de la série, à 
partir de ce terme. 

Ainsi soit, dans la série (1), le terme 


I d'u d'u d'u ) 
Tir = ———— h" c MUR + + 4 
ti (a E E: E 
on a 
d'U d'u d'U d'u k pa 
O dns — da" per dy de'dy)h ` 


T Vu NAO du k 
RE E an E N 


après avoir divisé les deux termes de la fraction par h". 
d” U : d"u 
r, pour h= o et k = 0, ———; devient, : 
0 y po , dp° a gs dax dut 
done, en prenant A et k assez petits, le numérateur pourra 
être rendu plus petit que toute quantité donnée, puisqu'il 
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se compose de groupes de termes qui tendent séparément 

b = ,* o + (Ce 
vers zéro , tandis que le dénominateur a une limite diffé- 
rente de zéro; donc, etc. 


EXTENSION DU THÉORÈME DE MACLAURIN. 


174. Supposons que, dans le développement de 
f(x h, y+ k) du n° 171, on fasse x = o, y —0. Dé- 


5 du du\ A 
signons par ug, FE i — | s1 ce que deviennent v, 


dy] o 
du du 
Le dj ° 9 pour T—=0, y =o. 
On aura 


du du 
| Sa, k) = u+ (E) a+) 


FORES 


Cette formule deviendra, en remplaçant % par x, k par y, 
| f(z, de AU 7 
(3) adr =) 
COR M RS 
ax 


et l'on aura 


T [au dU ,\( du du \™® 

r= al (G (Rime) j- 
expression dans laquelle on doit faire x= 0, y = 0, et 
remplacer % par x, k par y, p par 0x et q par 6y. 
Lorsque R tend vers o à mesure que z augmente, le se- 
cond membre de (3) donne lieu à une série convergente 
qui a pour somme f(x, y). C’est la série de Maclaurin 
étendue aux fonctions de deux variables. On l’étendrait de 
la même manière aux fonctions d'un nombre qucicopgne 
de variables. 
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FONCTIONS HOMOGÈNES. 


175. Une fonction est dite homogène, lorsqu'en mul- 
tipliant les variables qu'elle contient par un même fac- 
teur, le résultat est égal à la valeur primitive de la fonc- 
tion multipliée par une certaine puissance de ce facteur. 
Ainsi f(x, y, z) sera une fonction homogène si l’on a 


sali tr, B)="f(r, 7; 3); 
m est dit le degré de la fonction. 


176. Si l’on divise une fonction homogène de degré 
m par une des variables élevée à la puissance m, la 
fonction ne dépendra plus que des rapports des autres 
variables à celle-ci. 


= i y 
En ellet, posons tæ = 1, on aura t = -; et la relation 
T 


EAU AT UE AIRE PR | 


sho% i)a. 


devient 


E "aad 


Réciproquement, si cette condition est remplie, la 
fonction est homogène. En effet, si 


Slzy) =p (2 z) 


x g 


on a 
PRES 
S(tæ, ty, tz) = ma" S 3) k; 
Éliminant la fonction Q, il vient 
S (tx, ty, tz) = f(z, Y, 2), 
ce qui démontre que la fonction f (x, y, z) est homogène. 


177. Les dérivées partielles et du premier ordre de 
toute fonction homogène du degré m, f(x, y, z), sont 
des fonctions homogènes du degré (m — 1). 
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df (x, 7,2) 
dæ 


S (te, ty, tz) =f (2, Y3 2); 
d'où, en prenant la dérivée par rapport à x, 

g(ix, ty, tz)t = "g(x, J, Z); 
ce qui revient à 

gliz, ty, tz) = "= g(x, y, 2); 
Jon En 


Soit, en eflet, = (x, y, Z); on a (175) 


donc œ(x, y, z est une fonction homo- 
gène du degré m —1. 
178. Pour toute fonction homogène, on a 


S (tx, ty, tz) = efla z); 
posons 
t=i+ a. 


On aura, u désignant f(x, y, z), 
(a) f(x Har, y +ey, z+ az)= (1+ a)"u. 


Or, la série de Taylor pour les fonctions de plusieurs 
variables (172) donne 


| S(r taz, y+ay, z+ az) 


a ‘du du du PA a? [du du 74 +2 
| Fe a(z dx Fra EE x 1.2 & td dz N 


puis le développement du binôme donne 


m(m— 1i) 


1.2 


(+ a)"u = u + muz + uat.. 


Comme l'équation (a) est identique, il en résulte 


du du du 


0) e AE 7 a 
2) (23 du du maté rs 
dx iy 4 Jet ; 
du du du \6) | 
(3 (Teto Fos) = m(m —1) (m — 2 )u, 
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La relation (1), la plus importante, montre que la 
somme des dérivées partielles d'une fonction homogène, 
multipliées respectivement par la variable correspon- 
dante, est égale à la fonction multipliée par son degré. 


179. Exemrzs. 


u= Azx+By+ Cz+ 2Dyz +2Ezxz+ 2Fxy. 


On a M Ar LAERE ARY 
dx 
A = 2 By + 2Dz+2Fr, 
dto GioDrtaks 
dz 


La 
dw du du ` 
2 J EA, e 
d’où st GA Ne a 
=2(Ax+By°+ C2 +2Dyz+2Ezz + 2Fzy)= 2u. 
180. On peut obtenir l'identité (+) directement comme 
il suit. 


Posant CPS == "Tr, 


ona 
Sip A= PART S]; 
d’où il résulte, si l'on jprend la dérivée des deux membres 
par rapport à t, 
H(p, qr) dfipsqsr)  _ S(p qr) 
ar aa a D MEET 2e 
m feys) 
Cette identité a lieu pour toutes les valeurs de 4; or 
St=Tr, 
Bs gr), df{psg7), df (P, qs 2M 
dp dq dr 
deviennent respectivement 


du du du 
i pke 


dx’ dy dz 
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donc 
du du pi dw 
(1) 2I di 27 — Mu. 
181. Pour démontrer directement la relation (2), il 


faut diflérentier (1) par rapport à x, à y et à z; ce qui 
donne les équations 


du d'u d'u du du 
48 “Va de S de 
d'u d'u d'u du du 
ad ga y "d 
d'u d’u d'u du =: du 


ad get ae Vas "dr 
. = 
Ajoutons ces équations respectivement multipliées par 


T, Y, Z, puis retranchons des deux membres de Péquation 
résultante la quantité 


du du du 


Tae ME RUE TL 


il viendra 


(5 du du \(?) 
re — Z — z, u. 
pa z+ o7 y+ ER = m(m—i)u 


On obtiendrait de la même manière les équations (3), 


(4) et suivantes (178). 
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QUATORZIÈME LEÇON. 
MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS DUNE VARIABLE. 


Maximums et minimums des fonctions d'une seule variable indépendante. 
— Applications. — Maximums et minimums d’une fonction implicite, 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS D UNE SEULE 
VARIABLE INDÉPENDANTE. 


182. Soit f(x) une fonction d’une seule variable x. 
Si, en faisant croître x, la fonction prend une valeur réelle 
qui surpasse celles qui la précèdent et celles qui la suivent 
immédiatement, cette valeur de la fonction est dite un 
maximum. On appelle minimum une valeur moindre que 
les valeurs voisines. 

Si f(x) devient un maximum pour x = a, la diffé- 
rence f (a+ h) — f(a) sera négative, quel que soit le 
signe de h, pourvu qu’on prenne A suffisamment petit. 
Cette différence serait positive si f (a) était un minimum, 


183. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maxi- 
mumset minimums, lesquelles doivent sesuccéder alterna- 
tivement. Un maximum peut ètre moindre qu'un mini- 
mum. Un maximum négatifdevientun minimum quand on 
fait abstraction de son signe, et de même un minimum né- 
gatif pris positivement devient un maximum. Ces diverses 
conséquences de la définition sont rendues manifestes 


Fig. 8. par l'inspection de 
il 
1 y la courbe sinueuse 
| EINAN ABCDE. Soit 
TESDA U aE 


| | £ 
ANS te) a | y=f(x) 
212 à M E : hf LEE & 217 TPS 
Yay W * équation de cette 


né — courbe; les valeurs 
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maximums ét minimums de f (x) sont évidemment les or- 
données des points A, B, etc., où la tangente est paralèle 
à l'axe des x.{On voit que l'ordonnée du point A, qui est 
un maximum, est moindre que l'ordonnée du point D, 
qui est un minimum, et que l’ordonnée du point B, qui 
est un maximum en valeur absolue, est un minimum 
quand on la prend avee son signe, 


184. On sait que la fonction f(x) croit continuelle- 
ment lorsqu'en faisant croître x, dans un certain inter- 
valle, la dérivée f” (x) reste constamment positive, et que 
f(x) décroit au contraire quand la dérivée est négative. 
La fonction f (x) ne devient donc ni maximum ni mi- 
nimum tant que, x croissant, la fonction dérivée con- 
serve le même signe. Mais si la dérivée change de signe 
lorsque x atteint et dépasse une certaine valeur a, alors 
la fonction f(x) deviendra, pour cette valeur, un maxi- 
mum si la dérivée passe du positif au négatif, ou un mi- 
nimum si la dérivée passe du négatif au positif. Ceue 
dérivée ne peut d’ailleurs changer de signe qu'en s’éva- 
nouissant, ou bien encore en devenant discontinue ou 
infinie. Ainsi, les valeurs de x qui rendent f(x) maxi- 
mum ou minimum sont uniquement celles pour les- 
quelles f'(x) devient nulle, infinie on discontinue en 
changeant de signe. 


185. Ordinairement le maximum et le minimum ré- 
pondent à des valeurs de x pour lesquelles la fonction 
dérivée change de signe en s’évanouissant et en restant 
finie et continue. Dans ce cas, on peut établir les condi- 
tions du maximum et celles du minimum à l'aide de la 
série de Taylor. On a d'abord 

f\z+h)—f(z)=hf (zx) +R. 
Si f'(x) n’est pas nulle, la différence f (x + h) — f(x) 
a le même signe que f'(x). Cette différence change 


donc de signe avec h; donc f(x) n’est, dans ce cas, ni 
maximum ni minimum pour cette valeur de x. 
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Mais si f'(x) est nulle et si f" (x) ne l'est pas, on a 


Sa + h) Ste) = SUR; 


alors, quel que soit le signe de h, f(x +h) — f(x) a le 
même signe que f/(x). Done si f” (x) est positive pour 
la valeur de x que l'on considère et qui annule f” (x), 
f(x) est un minimum, et si f"(x) est négative, f(x) est 
un maximum. 

Mais si f" (x) est nulle, on aura 


hè 
fle +hij—fl)= a (2) +R; 


et si f” (x) west pas nulle, f(x +h) — f(x) changera 
de signe avec  : f (x) ne sera ni maximum ni minimum. 
Si f” (x) = o, on aura 


hé 
F{a+h) — f(x) = rs it R, 


et f(x) sera un minimum ou un maximum selon que 
f“ (x) sera positive ou mégative pour la valeur de x qui 
annule f'(x), f'(x), f" (x); et ainsi de suite. 


186. En général, quand une valeur de x annule quel- 
ques-unes des dérivées successives f'(x), ETIT Nas 56 
la première dérivée qu'elle n'annule pas est d'ordre 
pair, la fonction f(x) est un minimum ou un maximum, 
selon que cette dérivée est positive ou négative; mais il 
n'y a ni maximum ni minimum si la première dérivée 
qui ne s'annule pas est d'ordre impair. 

Certe règle s'accorde avec celle que nous avons donnée 
plus haut (n° 184); car si, par exemple, les trois pre- 
mières dérivées s’annulent, on aura, en appliquant la 
série de Taylor à la dérivée, 

h 


z (z)+R', 


J'(z+h)= a 


et l’on voit bien que f'(x) changera de signe avec h. Il 


L. 2e édition. 11 
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est clair que f'(x) ne changerait pas de signe avec A si 
la première dérivée qui ne s’annule pas était d'ordre im- 
pair. 
APPLICATIONS, 
187. 1° Minimum de x*. Comme il revient au mème 


de faire la récherche du minimum sur le logarithme né- 
périen de cette expression, posons 


Jeska 17; 


1 
on aura S'a) =r Fle et (2) == 
x 
Or si l’on fait 1+lz= 0, 
; PES 1 
on a lr: = —1, d'où r=. 
e 


A PRE 1 1 ; AT 
Reste à savoir si f (=) ou — | () et par suite (=) 
e e 


est bien un maximum ou un minimum. Or, comme 


AEA 


. . . » p 1 
on en conclut que x* a un minimum qui répond à x =-- 
: e 


2° On donne deux points À et B, situés dans deux 
Fig. 9. milicux différents, séparés par 
K une surface plane P. Un mo- 
bile se meut dans le premier 
i | milieu avec une vitesse uni- 
A | ; : 
-Aœ |, forme nu, et dans le second mi- 
| | dieu avec une vitesseuniforme v; 
k DE TRE ‘Wy on demande le chemin AHB 
ij TE li S que ce mobile doit suivre pour 
fa se rendre de À en B dans le 

temps le plus court. 
Il est clair d'abord que ce chemin doit être composé 
de lignes droites. Je dis ensuite que la ligne brisée qui 
résout le problème doit être dans le plan ABCD, con- 


f 
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duit par les perpendiculaires AC, BD au plan P. En effet, 
supposons que cette ligne soit AGB et qu’elle rencontre le 
plan P au point G non situé dans le plan ABCD. Menons 
GL perpendiculaire à CD, et joignons AL et BL. Les 
triangles AGL et BGL étant rectangles en L, on a 
AL AG et BL < BG; par suite, le mobile ira plus ra- 
pidement du point A au point B en suivant le chemin 
ALB qu’en suivant le chemin AGB. 

Cherchons donc, dans le plan ABCD, perpendiculaire 
au plan P, la ligne AHB, qui est parcourue par le mo- 
bile dans le moindre temps possible. Soient 


AG— a; ce BD =b CD=eret CH = 7; 


le temps que le mobile emploiera pour aller de A en H 


AH la + x° Es 
sera = = VTT, et celui qu'il mettra pour aller de H 
t u 

BH 1B+{e =x} : r 

en B sera — E N E par suite, la fonction 
a 


p 


qu'il s’agit de rendre un minimum est 


a + bicar 
ftæ)= NT Fer + VPN TS 
t ” 
Posons donc 
£ $ e — f 
S Aa) ou Ă— e a O) 
u yape vybt+({ce— zx) 
ou bien 
x c— x 


u Ya? + 2° ob + (e> x) 1 


Si l’on voulait tirer de cette équation la valeur de x, 
il faudrait en élever les deux membres au carré, et l'on 
aurait ensuite à résoudre une équation du quatrième 
degré. Mais comme 


© — sinCAR = sin AHK, 
a+ x 
FE = sin HBD = sin BHI, 
ret æ} 
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on voit que, dans le cas du minimum [ la fonction f (x) 
n'a pas évidemment de maximum ], on a 


sin AHK _ sinBHI ds sin AHK W a 
u > v sinBHE v 


FLE 1 TR 
Dans la théorie de la lumière, la quantité -; rap- 
[4 


port des vitesses de la lumière dans les deux milieux, est 
l'indice de la réfraction de la lumière, au passage du pre- 
mier milieu dans le second. 


3° S(r) =E + 200527 + ex. 
On a 
S'(x) = e— sinr — e, 
J'(xz) = e— 2c0sx + e. 
Si l’on égale f'(x) à o, on ax — 0, valeur qui, sub- 
stituée dans f (x), donne f (0) = 
Pour savoir si Cest un maximum ou un minimum, 
substituons o à la place de x dans f"(x). Comme 
f"(o)= 0, il faut aller plus loin. Or 
f" (z) =e siner — e et f(x) = e+ 2cosz + e7, 
d’où l’on tire 
S'\oOÏ= 0e At 0) A4; 
donc f (0) = 4 est un minimum de f(x). 


4° Trouver la distance minimum d'un point donné 
Ma, b) à une courbe dont on connaït l'équation 


(1) r&y 


Joignons MK, K étant un point quelconque de la 
courbe. On aura 


MK = (z — a} + (y — b) 


En égalant à zéro la différentielle de cette expression, 
nous aurons 


(z — a) + (7—2) Z =o, 


j 
http://rcin.org:pl 


QUATONZIÈME LEÇON. 165 
équation qui revient à 


Ea bi d 
(2) A 


: d pi 8 . 
Or cette relation entre coellicient angulaire de la tan- 


: A $ y—b ; 
gente à la courbe donnée au point (x, y), et zg’ coef- 
ficient angulaire de la droite MK, montre que ces deux 
droites sont perpendiculaires entre elles. Donc la droite 
minimum doit couper la courbe ‘donnée à angle droit. 

Si la distance MK était susceptible d’un maximum, on 
le trouverait encore par la résolution des équations (1) 


t (2). Considérons en particulier le cercle dont l’équa- 
tion est 


x? + 7° = r? 
dy £ i ; 
On aura de = — =, et la relation (2) deviendra 
dx $ 
r—bx 
[— =~ = 0; 
x—aā y 


ou bien, après réduction, 


ga 
a 
Fig 10; Ainsi, pour déterminer x 
’| et y, nous aurons les deux 
M/ d ` : 
baa ag i équations 
UEN a+y—=7r, 
EU 
ra NE b 
TA — IN & en 
VE Ter 
K k 740 : r S r 
phr qui, prises simultanément, 


représentent les points d'in- 
tersection du cercle donné avec la droite MO. Alor$KM 
sera la distance minimum, et K'M la distance maximum, 
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comme on le verra facilement en considérant les dérivées 
suivantes. 

Mais il se présente ici une singularité que l’on peut ce- 
pendant expliquer par la définition même des maximums 
et des minimums. 

Supposons que le point donné soit le point N situé sur 
laxe des abscisses à une distance a du centre. Le carré de 
la distance NH sera représenté par l'expression 


+ (z— a}, 
ou bien par 
rm — 2ax + a, 


Or la dérivée de cette expression est une quantité con- 
stante (— 24) qui, par conséquent, ne peut être égalée à 
zéro. Ainsi, quoiqu'il existe une distance minimum qui 
est NA, on ne l'obtient pas par notre procédé. Cela vient 
de ce que, d’après la définition, une fonction est mini- 
mum pour une certaine valeur de la variable, lorsqu'elle 
augmente pour des valeurs plus grandes et plus petites 
de cette variable. Or, si NH est considérée comme une 
fonction de x, NA n’est plus un minimum dans le sens 
que nous venons de dire, puisque cette fonction, réelle 
pour des valeurs de x moindres que r, devient imaginaire 
pour des valeurs plus grandes. 


5° S(æ)= 2" (b — zx). 
Cette fonction est nulle pour x = o et pour æ =b. Il 
est clair qu'entre les deux valeurs o et b, il y en aura 


au moins une pour laquelle elle sera maximum; en pre- 
nant la dérivée, on aura 


fx) = me UE — x) — nz" (b — x}, 


= a" (b — x)" (mb — mx — na). 
Il faydra donc poser 


a™— (b — x) [mb — (m + n)z]=0, 
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ce qui donne les trois valeurs 


mb 
= AE Et À 
m+n 


A la première correspond un maximum, car la dérivée 
passe évidemment du positif au négatif quand x dépasse 


la valeur 


m+n j 

Si m est pair, à la valeur o correspondra une valeur 
minimum de la fonction, mais dans ce cas seulement. 
En effet, pour des valeurs positives ou négatives très- 
voisines de zéro, les facteurs de la dérivée, (b — x}"-' et 
mb— (m+ n) x, sont toujours positifs, tandis que le fac- 
teur x”—' passe du négatif au positif, puisque m2: est pair : 
la fonction sera un minimum dans ce cas. Mais si m est 
impair, aucun des facteurs de la dérivée ne changera de 
signe, et il n'y aura ni maximum ni minimum. 

On verra de même qu'à la valeur b il correspondra un 
minimum si » est pair, et qu'il n’y aura ni maximum ni 
minimum pour x= b, si n est impair. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES D UNE 
SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE. 


188. Soit 


J’ — 2mīıy +z = a, 


une équation qui détermine y en fonction de x. On peut 
trouver les maximums et les minimums de y sans la 


résoudre. En effet, la différentiation de cette équation 
donne 


d A 
(7 — mx) ABS my + x = 0, 
dx 


dy __my—x 


d'où 


dx y—mx 


http://rein.org.pl 


168 COURS D'ANALYSE. 


Comme les valeurs de x qui répondent à des maximums 
ou à des minimums de y doivent satisfaire à la condition 


Ay 


dx è 


on aura ces valeurs en résolvant les deux équations 
y —2mıy +} =a, x—My—=0O. 


189. Supposons, pour plus de généralité, que lon ait 
trois équations entre quatre inconnues : 


CSAT J27 u) = o0, 
(1) 1 SGEN, y uhe 0y 


| Ÿ(z, >, z,u)= 0. 


D'une quelconque des variables, x par exemple, pourra 
être prise pour variable indépendante ; les trois autres 
seront alors des fonctions de celle-ci. Considérons en par- 
ticulier la fonction u. Pour trouver les valeurs de x, ainsi 
que les valeurs correspondantes de y et de z, qui donnent 
des maximums ou des minimums de u, on observe que, 
dans le cas ordinaire du maximum ou du minimum, 


on a 
du 
= 0 


dx 


D'après cela, la différentiation immédiate des équa- 
tions (1) donne, en y regardant y, z et u comme des fonc- 


r S f du 
tuons de xet supprımant les termes ou entre —, 
dx 


i af af dy :df dz PS 
dz -dy Na E T a 
do de dy dy dz 
\ 1 —> —  — —— 
(2) dz dy FLE dz a 
d ly d dy dz 
| Re ON 


dx dy dx dz.dz 


i 
` 
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r Sns: dy dz > s À 
On élimine ~ et — et l’on obtient une équation, 
dx dz 


(3) Fiz, 7,3, u) =0, 
qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de 


£y, z etu. 
En différentiant de nouveau les équations (1), on ob- 


d d'u X > 
tiendra Er On y substituera les vâleurs trouvées de 
TC 


d'u Si A 
L, Y; Z; U, Et selon que Ta sera positive ou negative, 


u sera un minimum ou un maximum. 
Korp 3 dy dz 2 ` 
L'élimination de — et de — entre les équations (2) 
dx dx 
peut se faire en ajoutant ces équations multipliées res- 


pectivement par 1, À et u, et choisissant les indétermi- 
nées À et y de manière que dans le résultat les coefficients 


d dd", LS z 
de © et de — soient nuls. On remplace ainsi les équa- 
dx dr 


tions (2) par celles-ci : 


! 
df , 4 ASE 


~ 
ẹl 
Cu 
T| 


FEGA PR FX F 
L’élimination de À et de y conduit quelquefois plus rapi- 


dy l 
Y et de — entre 
íi 


dement à l'équation (3) que celle de Fe 


les équations (2). 

190. On pourrait avoir à déterminer les maximums 
ou les minimums d’une fonction explicite F (x, y, z, u), 
x,y, zet u étant des variables liées entre elles par les 
équations 

(+; Js2;u)=0, 
| plr, F, z, u)=0, 
ple; yy 3, aE o 
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L'une des variables, x par exemple, pourra être re- 
gardée comme indépendante; y, z, u, F(x, y, z, u), 
seront alors des fonctions de x. 

Pour résoudre cette nouvelle question , il suffit de re- 
marquer qu'elle est un cas particulier de la précédente, 
savoir celui dans lequel la fonction implicite, dont on 
cherche les maximums et les minimums, n'entre que dans 
une seule des équations (1). 


EXERCICES. 


1. Quel est le plus grand quadrilatère que l’on puisse Jormer 
avec quatre côtés donnés ? 
SoLuriox. — Le quadrilatère doit être inscriptible. 


2. Trouver sur une circonférence donnée un point tel, que la 


somme de ses distances à deux points donnés soit uù maximum ou 
un minimum. 


Sozuriox. — Le point cherché est le point de contact de la cir- 
conférence et d'une ellipse, tangente au cercle, ayant pour foyers les 
deux points donnés. 


3. Inscrire dans une sphère donnée un cône dont la surface 
totale soit un maximun. 
SoLurion. — En désignant par œ la hauteur du còne et par r le 
rayon de la sphère, on a 
_ 23 —y17 17, 
16 


4. Circonscrire à une sphère donnée un cône dont le volume soit 
un minimum . 


SOLUTION. — Mèmes notations. 


æ= Ár, ` Vol. max. = Sr. 

5. Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des corps 
pesants partant d’un point donné avec une vitesse donnée, trouver 
“celle qui a Paire la plus grande. 

SoLuTION. — Parabole décrite par un corps lancé dans une di- 
rection inclinée de 6o degrés à l'horizon. 


6. Parmi toutes les cordes d’une même longueur inscrites dans 
une courbe donnée, déterminer celle qui retranche le plus grand 
ou le plus petit segment, 
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SoLurion. — La corde doit faire des angles égaux avec les tan- 
gentes menées à la courbe par ses extrémités. 


7. Deux roues circulaires extérieures Pune à Pautre sur un méme 
plan tournent uniformément autour de leurs centres fixes, l'une 
faisant deux tours, l’autre trois tours par seconde. Déterminer les 
époques et les positions des deux roues pour lesquelles deux points 
marqués sur leurs circonférences seront à la plus petite ou à la plus 
grande distance l’un de l’autre. 


D, 
`~ 


i 
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a —— 


QUINZIÈME LEÇON. 


MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES. 


Maximums et minimums des fonctions explicites ou implicites de plusieurs 
variables indépendantes. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 


191. On dit qu'une valeur particulière et réelle d'une 
fonction de plusieurs variables indépendantes f (x, y, z) 
est un maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs 
voisines de cette fonction, c’est-à-dire celles qu’on obtien- 
drait en donnant aux variables des valeurs très-peu diffé- 
rentes de celles que l'on considère. On appelle minimum 
d'une fonction une valeur particulière moindre que toutes 
les valeurs voisines. La différence 

f(x HAr t kzt) f(x, y2) 
doit donc ètre constamment négative pour des valeurs 
suffisamment petites et aussi petites que l’on voudra, de z, 
k et Z, quand f (x, y, z) est un maximum, quels que soient 
les signes de h, k et Z; au contraire, cette différence est 
constamment positive quand f (x, y, z) est un minimum. 

Supposons que la fonction u = f(x, y, z) soit un maxi- 
mum ou un minimum pour x = a, y =b,z=0c.Si dans 
cette fonction on attribue à y et à z les valeurs fixes b 
et c, et qu'on ne fasse varier que x, elle sera encore un 
maximum ou un minimum pour v = a. Par conséquent. 
du 


il faudra que, pour x=a, y= b, z =c, T: 


soit nulle, 


š : $ s A du 
infinie ou discontinue. On dira la même chose de et 
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du 


de + Ponc les valeurs de x, y, z qui rendent u maxi- 
z 


mum ou minimum se trouvent parmi celles qui rendent 


du du du 


les dérivées —, —; — nulles, infinies ou discontinues. 
dx dy dz 


192. En se bornant au cas où ces dérivées sont conti- 
nues, on peut s'aider de la série de Taylor pour distin- 
guer, parmi les solutions du système, 


Le ESA LL PR CHER 
P SNE OE T Ak 


celles qui répondent à des maximums ou à des minimums. 
En effet, on a Au ou 


du du 


d 
Sle+h, y+k, z+l)— f(z, Ts J= A+ 


T 4 Ss L+R. 
Or on peut toujours prendre h, k et } assez petits pour que 
la somme des valeurs absolues des termes qui contiennent 
h, k et l au mème degré surpasse la valeur absolue du 
reste R correspondant : d'ailleurs, dans la question qui 
nous occupe, on doit regarder h, k et Z comme pouvant 
ètre plus petits que toute quantité donnée, et en même 
temps comme ayant des signes quelconques ; donc 1° Au 
doit avoir le même signe que 


+ he —bkE — 1: 
k à F 2 


2° si lon n'avait pas à la fois 


du du du 


= 0 <= 0 — = 0; 


dx LIU: ; FN 


f(x, y, z) ne pourrait être ni un maximum ni un 
minimum, puisqu'en changeant simplement les signes 


de h, k et l, sans changer leur grandeur, le signe de 
du du, du ; À 
ot La + et, par suite, celui de Au, change- 


raient aussi. On retombe ainsi sur les conditions précé- 
demment obtenues (191). 
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193. Cherchons maintenant quelles sont les condi- 
tions nécessaires et suflisantes pour que f(X, y, z) soit 
un minimum ou un maximum. 

La différentielle totale du premier ordre étant nulle, 
on aura 


Au — (A + BE + CP+ 2Dhk+2EM+2FAM)+R, 
ou bien que = d'u +R. 


Admettons d’abord que les coefficients A, B, C, D, E, F, 

qui, pour abréger, désignent les dérivées partielles du 
du d'u 

second ordre, —— ad 
lois pour les valeurs considérées’ de x, X, Z, C'est-à-dire 
pour celles qui annulent les dérivées du premier ordre 
du du du 
dx” dy dz 

Si d°u n'est pas identiquement nulle, il peut arriver 
trois cas : 1° d?u pourra changer de signe, alors il n'y aura 
ni maximum ni minimum; 2° d'u conservera toujours le 
mème signe, alors u sera maximum ou minimum selon 
que d°u sera négative ou positive; 3° d°u sera mulle pour 
certaines valeurs de k, k, 1, mais sar® jamais changer de 
signe. Alors on ne peut dire si la fonction est un maxi- 
mum ou un minimum, et pour avoir une conclusion il 
faut pousser plus loin le développement de Au. 

Nous nous contenterons de chercher les conditions né- 
cessaires et suffisantes pour que d°u ou la fonction 


A+ BALE CE + 2Dh44 + 2EM+2FA 


> etc., ne soient pas tous nuls à la 


soit constamment positive, quels que soient les signes de 
h, k, l, pour de très-petites valeurs de ces trois quantités, 
Mais comme cette expression est une fonction homogène 
de h, k et Z, on voit, en la mettant sous la forme 


$ EAN \ 
m(asnËs er SaD +t 2E7 +E) 
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que, si elle est positive pour de très-petites valeurs de h, 
k, l, elle le sera encore pour des valeurs aussi grandes que 
l’on voudra de ces variables, pourvu que leurs rapports 
ne changent pas. Ainsi, il sera nécessaire et suffisant que 
l'expression 


A+ BE + CI+ 2DhAk + 2E A4 + 2FA4 


soit positive pour toutes les valeurs réelles de %, k et Z. 

Observons maintenant que si l’un des coefficients des 
carrés, À par exemple, était nul, les coefficients des 
termes qui contiennent 4, c’est-à-dire D et E, seraient 
aussi nuls. En effet, dans ce cas, on a 


du=Ph+Q, 
en posant 


P= 2(Dk + El), Q=B} + Cl + 2FA, 


P et Q étant indépendants de 2; si, après avoir donné des 
valeurs arbitraires à Æ et à Z, on fait 


h= — Le æ, puis ensuite 4 = — à — z, 


les résultats de cette substitution seront Pg dans le pre- 
mier cas, et —P2 dans le second. Donc, si P n'était pas 
nul identiquement, d°u pourrait changer de signe. Par 
conséquent, l'égalité À = o entraîne les suivantes : 


D=v;-E= 0. 


Il résulte de là que les coefficients A, B, € ne sont pas 
nuls à la fois; car, s’il en était ainsi, la fonction d°?u s'an- 
nulerait d'elle-même, ce qui est contraire à la supposition 
que nous avons faite. 

Supposons donc que A, par exemple, ne soit pas nul; 
je dis que l’on aura A >; car si l'on pose k =o et /=0, 
la fonction se réduit au terme A A° qui, pour être positif, 
exige que À soit œo. Une première condition nécessaire 
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dans le cas du minimum est donc 
(1) A `o. 
Maintenant, on peut écrire d’u ou la fonction 
Ak+ BA 2 CP + 2Dhk + 9 Ehl + 2Fkl 
sous la forme 


À (r+ an Pt EEN) 


+BÆ+CE+2F4, 

ou bien encore, en complétant le carré dont les deux pre- 

miers termes sont dans la parenthèse, 
DA + AE 242 D $L 1 

a (a+ y2 +2 ED 4/4E'7 


A +BÆ+C/+2F// 


D4-+E/ ( D E? ED\ , 
=a (14 PHEIN 4 (nds (0E) paa (P-E) u 


\ 


Si l’on pose, pour abréger, 


D: E? ED 
B—— = 3 —— = —— = 
AO ELG DE * 


on devra donc avoir, pour toutes les valeurs de k, k, 2, 
D# + EZ\’ 
A (x + EEE + GE +IF+oMHS> o. 


Si G était nul, la fonction considérée se réduirait pour 
Dk +E 

A 
à I? 4+- 2M 44. 


h= — 


Ce binôme ne peut être positif pour toutes les valeurs de Z 
et de k que si M—o; mais d°u pouvant alors être mis 
sous la forme 


f À \ 2 
A (+ + DA N +) +14, 


cette différentielle s'annulerait pour la valeur /— o jointe 
à une infinité d’autres valeurs de À et de h, cas particulier 
que nous avons écarté. . 
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Soit donc G différent de o : si l’on fait 


D 
l=0 et A= — =k, 

A 
la fonction se réduit à GA*, et comme ce résultat doit être 
positif pour toutes les valeurs de À, on en déduit que G 
doit être >> 0. Ainsi, une seconde condition, nécessaire 
dans le cas du minimum, est 
(2) G >o. 

Maintenant, en faisant abstraction du premier terme, 

le reste du polynôme pourra s'écrire 


/ 4 A ki 
G (e+ am ) + 12, 


G 


ou, en complétant le carré dans la parenthèse, 


h MI- e , M/\° 
d pas — E — Es. M 
c(1+7) = +1 6 (r+) +n, 
en posant, pour abréger, 
N= 1 Là 
-iG 


En sorte que, finalement, la différentielle seconde d°u 
pourra être mise sous la forme 


D} +E7\: A 
EE E E pe. 
i A G 
et l'on reconnaîtra, comme plus haut, que l’on doit avoir 
(3) No. 
Ainsi, en général, trois conditions, 
ddr GO NES 0, 
sont nécessaires pour que f(x, y, z) soit un minimum. 
De plus, ces conditions sont suffisantes; car, si elles sont 
remplies, l'expression 
f D4 fy? K 
A (h+ HE) e(t + i) + ne, 


I. 2° édition. 12 
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c'est-à-dire d'u, sera positive pour toutes les valeurs 
réelles de h, k et l. 


194. Si f(x, y, z) est un maximum, il faudra, pour 
les mêmes raisons, que l’on ait 


AP+BP+...+2FH<o, 
ou bien 
— A — BP —... —2Fk >00 
pour toutes les valeurs réelles de À, k, 7. On aura donc 
les conditions nécessaires et suffisantes du maximum, en 


remplaçant, dans les trois conditions trouvées plus haut, 
A par — A, B par —B,..., F par —F. 


195. S'il arrivait que les quotients différentiels A, B, 
C, D, E, F fussent tous nuls, pour les valeurs de x, y et z, 
tirées des équations 


du du du 
— = [0] — 


on verrait facilement que tous les quotients différentiels 
du troisième ordre devraient s’annuler d'eux-mêmes. 
Mais nous n’irons pas plus loin, parce que les conditions 
qui, dans le cas du maximum ou du minimum de f(x, y, 2), 
doivent alors être remplies par les quotients différentiels 
du quatrième ordre, deviennent beauconp trop compli- 
quées. 
MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE 
jug PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES., 
196. Soient les équations 
MET 3,6, P D 
(x) ET Y: 2, 4, a) =0, 
l pix 7,2, u v) = 0: 


Si l’on considère deux des variables, par exemple x 
et y, comme indépendantes, z, u, v seront des fonctions 
de x et de y déterminées par ces équations. Si l'on veut 
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rendre maximum ou minimum la fonction v, „0n aura, 
d'après la règle donnée précédemment, les ilari cor- 
respondantes de x et de y en résolvant les équations 


dv dv 
— = —= . 
aT Y 


Par suite, on doit avoir 


dv dv 
32 dx + dy dy = 0, 
c'est-à-dire que la différentielle totale de v doit être 
nulle. 

Si l'on différentie les équations (1) en faisant attention 
que dv = o, il viendra 


d d 
dfg, + ar + de + "A =.0 
2e du 
do i d: 
i — dr + — — = 
(2) À aug t FP dy 4 ? di Raa du = 0, 1 
d'y dy ji à 
et a -< — -a 
rE r. MT a+ du o 


Dans ces équations, dx, dy sont des constantes, et dz, 
du sont les différentielles totales de u et de z considérées 
comme des fonctions de + et de y. 


En éliminant dz et du entre les équations (2), on ob- 
tiendra une équation de la forme 


Pdr +Qdy = 0, 


qui devra être vérifiée, dans le cas du maximum comme 
dans celui du minimum, par les valeurs correspondantes 
des variables x et y. Par suite, puisque dx et dy n'ont 
aucune dépendance entre elles, il faudra que l’on ait 


(3) F0, /0=0a: 


Les équations (1) et (3) donneront les valeurs cherchées 
dex,y,z,u,v. 


12. 
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Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction 
est maximum ou minimum, il restera à examine si la 
différentielle totale d? v garde toujours le mème signe. 


197. Ce qu'on vient de dire renferme comme cts par- 
ticulier la détermination des maximums et des minimums 
des fonctions de plusieurs variables indépendantes liées 
entre elles par un certain nombre d'équations. 

Ainsi, supposons qu'il s'agisse d’une fonction 


P—#F(x;7,2;u) 
et que l’on ait en outre les relations 


Q(T, J, Z, u) =0, 
Ÿ(z, Y, 2, u) =0. 


On voit que cela revient à changer, dans la question 
précédente, f(x, y, Z, u, v) en F (x, y, Z, u)—v, et 
à supposer que les fonctions ọ et Ÿ sont indépendantes 
de v. 


EXERCICES. 


4. Trouver la plus courte distance de deux droites dans l’espace, 
données par leurs équations . 


Sozuriox. — Les équations des droites étant 
Tr = 43+4p, ({x=az+p, 
y =bz+ 4, lr=62+9!, 
la plus courte distance est 
(a—a)(g—g)—(b-#)(p-p'} 
Via— a+ {b =b F+ (c17 
2. Parmi les parallélipipèdes de méme surface, assigner celui 
qui a le plus grand volume. 
SoruTIoN. — Le cube. 
3. Mener par un point donné la ligne droite la plus courte entre 
deux courbes données. 


SorutIoN. — Les normales aux extrémités de la droite minimum 
doivent rencontrer au même point la perpendiculaire à cette droite 
menée par le point donné. 
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4. Déterminer, dans une surface du second degré, le plus grand 
et le plus petit des rayons vecteurs partant du centre. 
3. Déterminer dans l’espace un point tel, qu'une fonction de ses 
distances à des points donnés soit un maximum où un minimum. 


Sourion. — Si p, p', p',-.., sont les distances en question, et 
u= f(p, p', p';...) la fonction qui doit être un maximum ou un 
minimum, il faudra que le point M reste en équilibre sous l’action 

i du du du ds i 
de forces proportionnelles à A n A T E et dirigées suivant 


les droites p, p', p", etc. ( Annales de Gergonne, 1. XIV, p. 118). 


` 
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my 


SEIZIÈME LECON. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


THÉORIE DES TANGENTES. 


Équations de la tangente et de la uormale. — Longueur des lignes 
appelées sous-tangente, sous-normale, ete. — Degré de l'équation de 
la tangente. — Problèmes sur les tangentes. — Sens de la concavité et 
de la convexité des courbes. 


ÉQUATIONS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. 


198. Soit f(x, y) = o l'équation d'une courbe plane 
AMM’; soient x et y les coordonnées d’un point quel- 
conque M de cette courbe. Si MT est la tangente au point 
M, on aura, en supposant les axes rectangulaires , 


tang MT z = lim a = dy : 


T1. de 

Fig. 11. TE 7 dés: 

par conséquent, en désignant 
[i # 
yl par X et Y les coordonnées cou- 
ie rantes d’un point quelconque de 
PAA la tangente, l'équation de cette 
F4 droite sera 
AT IN 


A7 N À 
IE l'ISS a Y—r=2(X— 2). 


dx 


d bu 2 + 
Si l'on remplace ta par sa valeur tirée de l'équation 
dx 
de la courbe, l'équation de la tangente deviendra 
df 
dz 
sg 
PTA 
dy 


Y—-y= — T), 
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ou ; 
i df df 
(2) RE aE OAA 
199. D’équation de la tangente conserve la mème forme 
Fig. 12. lorsque les axes sont obli- 
y ques. En effet, si x et y 
à sont les coordonnées du 
w/ _— point de contact M, d’une 
4 AT tangente MT à la courbe 
à a 7 Je AMM’, léquation de cette 
KA ETAT tangente sera de Ja forme 
ai CNE JR TN | 


Y—r=a(X— x} 
Or la sécante M'MS a pour équation 
Y — y =a4' (X — x), 


et a est la limite de a’, lorsque le point M’ se Fr 
avec M. 
Menons MP et M'P’ parallèles à Oy, et MQ parallèle 


à Ox; on aura 


M'Q È 
MQ HE 
Mais 
M'Q=ay et MQ= åz; 
donc a! = ar. 
Axr 
De là il suit que 
lim ây n AT E d, 
A dr 
dy 
— yz = — £) 
Donc Y—y 2 LE ) 


est dans tous les cas l'équation de la tangente au point 
(x, y): 


200. Tl suit de là que, si les axes sont rectangulaires, 
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l'équation de la normale MN sera 


Si les axes sont obliques et font un angle 8, l'équation 
de cette droite sera 
dx + dy cos9 


Y= ysm 
? dy + dx cos9 


(X — x). 


LONGUEUR DES LIGNES NOMMÉES SOUS-TANGENTE, ETC. 


201. Attachons-nous maintenant, en particulier, au 
cas où les axes sont rectangulaires. 
Si l’on veut avoir la sous-tangente S,— PT, on aura 


Fig. 13. d. 
| PT = MP tang TMP A 
donc 
- vdx 
PT &. 


On peuttrouver directe- 

ESA ment la valeur de Ja sous- 
tangente en la regardant 
comme la limite de la sous-sécante, c'est-à-dire de la 


droite SP. Or 


SP = MP tangSMP =y i, 


5 5 ee dx 
et cetle expression a bien pour limite y Pr 


Le triangle MPN (fig. 11, p. 182) donne pour la sous- 
normale PN 


Pour la longueur MT de la tangente, on aura 


da? 
MT =y Et 
J V+ P 
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Enfin, pour la longueur MN de la normale , on a 


dy: 
MN= 7 (/: Fa 


A jf =a. 


EXEMPLE. 


Supposons, pour fixer les idées, a> 1. Cette courbe, 
Fig. 14. nommée logarithmique, s'étend 
à l'infini des deux côtés de l'axe 
des y, et elle est asymptote à 
laxe Ox du côté des x négatifs. 
On tire de l’éqaation y = a7, 


dy 


— =at la 
dx č 


la étant le logarithme népérien de a; par conséquent, 
Y—y=atla (X — x) 
est l'équation de la tangente. 


Cette tangente peut être construite bien simplement 
à l’aide de la sous-tangente TP ; on a 


dæ dx 
TP =y — = a — = a x ; 
T dy a dy Fe aïla 
I 
ou TES Pir loge. 


Ainsi la sous- tangente est constante et égale au loga- 
rithme de e pris dans le système dont la base est a, c'est- 
à dire au module de ce système. Pour la logarithmique 
y= &, la valeur constante de la sous-tangente est l'unité. 


DEGRÉ DE L ÉQUATION DE LA TANGENTE. 


202. L'équation de la tangente menée par le poiut 
(x, y) peut être mise sous la forme 


LE RP A af A EC 


dr” dy dx dy T° 


Si l'équation de la courbe est algébrique et du degré m, 
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i à . df edf 

l ble au ; = < ; 
il semble au premier abord que LT TH sera une 
fonction du m°"° degré des coordonnées du point de con- 
tact. Mais on peut faire voir que ce degrés’abaisse d'une 
unité quand on tient compte de l'équation f (x, y) =o. 

En effet, soit 
F(z, Y)=u+u+u +:.. 


u étant l’ensemble des termes du degré m, u, l'ensemble 
de ceux du degré m—1, et ainsi de suite, On aura 


AP id du du, rs du, 
Je de dd N 
df du du, du, 
HT dE a 


+ / du, du, du, EX du, + 
ERAF + | z — X d HIT 


ce qui, d'après un théorème (n° 178) sur les fonctions 
homogènes, donne 


d (4 
Det Ly=mut (mm (male +. 


= — WU —2u,;—3u, —..., 
puisque, le point (x, y) étant sur la courbe, on a 
m (u4 ut u +.. .)= 0: 
Par conséquent , l'équation de la tangente devient 


d d 
Lx Pr douée free, 
7. 


et ne contient plus de termes du m'è” degré : ce qu'il 
s'agissait de démontrer. 
ExEmPLE. 


Aÿ°+Bzry 4C Dr +Er+E =0; 


4 
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ona drip: RE BALEARE, 


de 24r+Brz+D 
Il vient donc, pour l'équation de la tangente , 
(247+Bzx+D)(Y— y) +(Byr+2Cr+E)(X — z)=0, 


ou (24r7+Bz+D)Y+(Br+2Cr+E)Xx 
=(24r+Brz+D)r+(Br+20r+E)z. 


Simplifiant au moyen de l’équation de la courbe, on a 
finalement 


2Ay+Bz+D)Y+(Byr+2Cr+E)X+Dy+Exr+92F=o, 


pour l'équation de la tangente au point (x, y). 


PROBLEMES SUR LES TANGENTES. 


203. Une courbe étant donnée, si l’on veut lui mener 
par un point extérieur (a; b) une tangente, on aura pour 
déterminer les coordonnées inconnues x et y du point de 
contact, d'abord l'équation de la courbe 


(1) RES); 
et ensuite l'équation 

FX a SUP 
(2) CP PAL TE RART à A 


obtenue en mettant & et b à la place de X et de Y dans 
l'équation de la tangente (198). 

Les valeurs de x etde y tirées des équations (1) et (2) dé- 
termineront les coordonnéesdu point de contact. Si f (x, y) 
est une fonction rationnelle et entière du degré m, l'équa- 
tion (2) sera du degré (m— 1); par suite, le problème 
proposé aura au plus m{m—31) solutions, Si m= 2, il y 
a au plus deux tangentes; il y en a au plus six, si m =3; 
et ainsi de suite. 

L'équation (2) considérée isolément représente un lieu 
géométrique qui contient tous les points de contact et qui 
est du degré (m — 1) au plus. 


204. On peut encore se proposer de trouver une tan- 


A 
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gente parallèle à une droite dont l'équation est Y = a X. 
L'équation de la tangente cherchée étant 


dy 
Y SEA (X— z), 
on doit avoir => =a; 


équation qui, jointe à f(x, y)= o, déterminera les 
coordonnées du point de contact. 


s d : : 
Comme l'équation ° — a revient à 


dx 
af 
dx WLV. 
RÉ; nur ou à AC À a 
dy 


cette dernière équation étant du degré (m—1), si f(x, y) 
est du degré m, le problème admettra au plus m (m — 1) 
solutions. 


DE LA CONCAVITÉ ET DE LA CONVEXITÉ DES COURBES 
i PLANES. 


205. Nous allons maintenant comparer les ordonnées 
d’une courbe à celles de sa tan- 
gente, pour une même abscisse, 
dans les environs du point de 
contact. Soit MT une tan- 
gente à la courbe MM’; soient 
x = OP, y = MP les coordon- 
nées du point de contact. En 
désignant PP’ par h, on aura 


Fig. 15. _ 


a dy dy k 
x a A US 1.2 


L'équation de la tangente étant 


Y—7 =2 x +=), 
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on aura pour le point dont l’abscisse est £ + A, 


d 
TM 
et, par suite, l’ordonnée correspondante sera 
d 
PR=y+h Fo - 
d’y h 
, A] LA = tp r — y 
d'où M'R M P'R Rare ER 


On a démontré, à l’occasion de la formule de Taylor, quesi 


H A Ak d'y SA? 
h est assez petit et si la dérivée seconde ES est différente 


dy h 
de o, la valeur absolue de a +; surpasse celle de R; 


par conséquent, dans ce cas, la différence M'P'— P'R, 
pour un point M’ de la courbe, suffisamment rapproché, 
soit d’un côté, soit de l’autre, de M, aura le même signe 


ay 
que > 
Done, si l’on a 
dy 
(1) Ean, 


les ordonnées de la courbe sont plus grandes que celles de 
la tangente dans les environs du point M, de part et 
d’autre de ce point. Si, au contraire, on a 


(2) Es 


les ordonnées de la tangente surpassent celles de la courbe. 
Dans le premier cas que représente la fig. 15, la courbe, 
Fig. 16. aux environs du point M, 

Si est dans l'angle obtus MT x’ 

w \ que forme la tangente MT 

À avec l'axe des abscisses; on 
dit alors que la courbe tour- 
ne,au point M, sa convexité 
vers l’axe des abscisses, ou 
qu’elle est convexe vers cet 
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axe. Cette circonstance est donc indiquée par l'inéga- 
lité (1), du moins tant que l'angle des axes ne surpasse 
pas 90°; car si cet angle était obtus et plus grand que 
l'angle formé par la tangente avec l’axe des x, comme on 
le voit dans la fig. 16, les ordonnées de la courbe seraient 
encore, ‘de part et d'autre du point M, plus grandes que 
celles de la tangente, et cependant on ne pourrait pas dire, 
dans ce cas, que la courbe est convexe vers l'axe des x. 
Dans le second cas, que représente la fig. 17, la courbe 


/ 
di point M, est concave vers l'axe 
-r — des abscisses, ou qu’elle tourne 
/ sa concavité vers cet axe : mais 
l'inégalité (2) n'indiquera sûrement cette circonstance 
que si langle des axes est moindre que 90°. 
Ce qu’on vient de dire suppose que l’ordonnée du point 
M est positive. Si ce point est au-dessous de l'axe des ab- 
scisses, on voit aisément que la courbe est convexe ou 


y4 
1 


Fig. 17. est, dè part et d'autre du point 
y / M, dans l'angle aigu formé par 
/ YA la tangente MT avec l'axe Ox. 
fa 
4 


M On dit alors que la courbe, au 
Æ 


è s d? 
concave vers l'axe des abscisses suivant que l’on a = <o 


ou >o. 
d?’ y 


dx’ 


En résumé, selon que y et sont de même signe 


ou de signes contraires, la courbe est convexe ou con- 
cave au point M vers l’axe des abscisses, si l'angle des 
parties positives des axes n’est pas plus grand qu’un angle 
droit. Dans le cas où cet angle est obtus, on changera le 
signe de l'une des coordonnées, ce qui rendra aigu l'angle 
des coordonnées positives, et l’on appliquera la même 
règle. 


s x y c 
206. Nous avons supposé, jusqu'à présent, que —— 
LL 


conservait le même signe pour des points situés de part 
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et d'autre du point M; mais il peut arriver que nr ait 
le même signe que y un peu avant que x devienne 
Fig: 18; égale à OP, et un signe con- 

y/ < traire après que x a dépassé 

f. w cette valeur, ou vice versä. 
ESZ Alors la courbe, convexe ou 

M S I concave à gauche du point 

TL pie M, devient concave ou con- 

/ vexe vers l'axe des abscisses 


à droite de ce point. On dit alors que la courbe a une 
inflexion au point M, qui est dit un point d'inflexion. 
Ces points remarquables s’obtiennent donc en cherchant 


3 dy 4 
les valeurs de x et de y, qui, rendant T nulle ou infi- 


nie, lui font en même temps changer de signe. 


EXERCICES. 
4. Trouver la sous-tangente de la courbe qui a pour équation 
E= 
=e? 
3 La 
SOLUTION. —: 
T—Y 


2. La courbe qui a pour équation 


2 2 2 
x? +y za 


est constamment touchée par une droite de longueur invariable qui 
glisse en S'appuyant sur les axes coordonnés. 
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DIX-SEPTIÈME LECON. 


THÉORÈMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES 
PLANES. 


Différentielle de l'aire d’une courbe plane. — Des aires considérées comme 
limites d'une somme de parallélogrammes. — Applications. — Rectifica- 
tion d’un arc de courbe plane. — Différentielle d’un arc de courbe. — 
Limite du rapport de l'arc à sa corde. — Nouveaux théorèmes sur les 
ares de courbe considérées comme limites, 


DIFFÉRENTIELLE DE L'AIRE D UNE COURBE PLANE. 


207. La surface comprise entre une courbe plane CM, 
une ordonnée fixe CA, une ordonnée quelconque MP et 
Fig. 19. laxe des abscisses Ox, est une 
fonction de l’abscisse OP = x du 
point M, puisqu'elle varie quand 
on change le point P. Proposons- 
nous Q'en chercher la différen- 
z tielle. Soit CAMP = u. Nom- 
mons Au la surface MM'PP’, 
répondant à un accroissement très-petit PP’ = Ax de l’ab- 
scisse, Si l'on mène les droites MI et M'K parallèles à Ox 
et terminées aux ordonnées MP et M’P’, comme on peut 
toujours prendre le point M’ assez rapproché du point M 
pour que les ordonnées soient constamment croissantes 
ou décroissantes de M en M (etici, pour fixer les idées, 
uous les avons supposées croissantes), on aura 


PMM’ P’ > PMIP” et PMM'P'< PKM'P’, 


c'est-à-dire, Au> yâx et Au<(y+A4y)ar, 


Au 
ou LE . 
IE +åây. 
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De là, en passant à la limite, 


LE PIN QUO SN UE. 


208. Quoiqu'on puisse parfaitement admettre qu'en 
prenant le point M’ assez voisin du point M, les ordon- 
nées seront toujours constamment croissantes ou décrois- 
santes de M en M’, cette hypothèse n’est pas nécessaire à 
la démonstration. Il suffit pour s’en convaincre de re- 
prendre les raisonnements en remplaçant partout y et 
y+ Ay par yı ety, yı étant la plus petite et y, la plus 
grande des ordonnées, dans l'intervalle où l’on fait varier 
l’abscisse. 


209. Le mème mode de démonstration convient au cas 
des axes obliques, avec cette seule différence que l'ac- 
croissement Au est alors compris entre les aires de deux 
parallélogrammes dont les côtés sont parallèles aux axes, 
et comme l'aire d’un parallélogramme est égale au pro- 
duit de deux côtés adjacents multiplié par le sinus de 
l'angle qu'ils font entre eux, on a, en appelant 8 l’angle 
des axes, 


du = y drsin9. 


DES AIRES CONSIDÉRÉES COMME LIMITES D'UNE SOMME 
DE PARALLÉLOGRAMMES. 


210. Dans le cas des axes rectangulaires, la surface 
ABDC est la limite d’une somme de rectangles intérieurs, 
formés en menant par les points 
CR: M MSete: pris 
sur la courbe, des parallèles à 
Ox dont chacune soit terminée 
à l’ordonnée du point suivant 
(l'un de ces rectangles serait, 


par exemple, MIP'P), et l’on suppose que ces points se 
I. 2° édition. 13 
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rapprochent indéfiniment les uns des autres, en même 
temps que leur nombre augmente sans limite. 
Supposons d’abord que les ordonnées soient constam- 
ment croissantes de C en D. Soient x et y les coor- 
données de l’un quelconque des points de la courbe, 
M par exemple; soient x + Ax, y + Ay les coordon- 
nées du point suivant M’. On aura 


MIDI YAE 77,00 
et si l’on désigne par Z(yAx) la somme de tous les termes 
analogues à y Ax, c’est-à-dire la somme de tous les rec- 


tangles intérieurs de CA à BD, il est évident qu’en po- 
sant surf ACDB = u, on a 


u > z(yAzx). 


Maintenant, si l’on mène, par chacun des points con- 
sidérés sur la courbe, des parallèles à Ox, terminées aux 
ordonnées des points précédents, on formera des rectan- 
gles extérieurs analogues à 


PKM'/P'—{y+Ay)Ar=yAz+AyAzx; 


et comme ACDB a une surface plus petite que la somme 
de ces rectangles, on a 


u<<E(yAx) +>:(AyAz); 
par conséquent, 
u—Z%(yAx)<<x(AyAz). 


Mais comme, à mesure que le nombre des divisions aug- 
mente, Ay tend vers o, il résulte d’un principe démon- 
tré (16) que X (Ay Ax) tend aussi vers o : donc 

a = lim[ 2 (yAzx)]. 


On démontrerait de même que u est la limite de la 
“somme des rectangles extérieurs. 
Le raisonnement reste le même lorsque les ordonnées 
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sont constamment décroissantes depuis C jusqu'à D; 
le théorème que nous venons de démontrer est donc vrai 
quand les ordonnées varient d’une manière quelconque, 
car on pourra toujours partager laire totale en parties 
dans lesquelles les ordonnées soient assujetties à aller 
constamment en augmentant ou en diminuant. 


á APPLICATIONS. 
211. 1° Soit 
y?’ = 2px 


l'équation d'une parabole rapportée à son axe et à la tan- 
gente au sommet. 
Si surf OMP = u, on a 


EE INE: 
du = ydz = y2 px .de = y2 p:æ° dx. 
Or, 
1 £ 3 
z’, dr =2d.z*, 


3 


wlw 


Donc MES V2pd.x?= d = Vap.z }- 
3 3 ; 
Fig. 21. De là il suit que 


“=? 2p x° +C; 


mais, pour x = 0, on doit avoir 
u= 0; on a donc C = 0, et 


2 — 2 
RRSNIRRASESS Fa 


3 


c’est-à-dire que le segment OMP est égal aux deux tiers 
du rectangle OPMQ. 

Il est également facile d'évaluer la surface comprise 
entre un arc MCM’ de parabole et sa corde. En effet, si 
l'on mène la tangente CT parallèle à MM’, et, par le 
point de contact C, le diamètre CDL, on trouvera par 
la même méthode, en posant CD=—x, MD =7y et 

1%, 
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TCL = 6, 
surf CMD — 3 er sin = 3 CDNT, 
d’où surf MCM’ = fay sinĝ = z MTSN’. 


2° Soit xy =m? l'équation d'une hyperbole rapportée 
à ses asymptotes. Nommons u l'aire du segment ACMP, 


Fig. 22. compris entre la courbe, la- 
y symptote Ox, l'ordonnée fixe 
f CA =m, et l’ordonnée variable 

j 


/ MP. On aura 
\ à o dg 
ATASA du= y sinbdz = nsin0— 
EM LE z = msinôd.1x. 


Donc u et m°sin9.1x ne peuvent différer que par une 
constante C; par conséquent, 


u = m'sin0.lx + C. 
Pour trouver C, faisons x = OA = m; on aura 
uu=0 Où 0— Mat ne +C; 
donc C = — m°sin9.1m, 
et, par suite, on aura 
u= m'sin6.lx — m°sin0.lm = msing. l (2) - 

Si l’on avait m = ı et — 90°, l'hyperbole serait équi- 

latère, et l’on aurait u = 1x, c'est-à-dire que les aires 


considérées seraient les logarithmes népériens des ab- 
scisses correspondantes. 


DIFFÉRENTIELLE D'UN ARC PE COURBE. 


212. On ne peut se faire une idée nette et précise de 
la longueur d’une courbe qu’en nommant ainsi la limite 
vers laquelle tend le périmètre d’une ligne brisée inserite 
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dans cette courbe, lorsque ses côtés sont de plus en plus 
petits, et que leur nombre croit jusqu’à l'infini. Il de- 
vient alors nécessaire de démontrer que ce périmètre a 
réellement une limite déterminée dans tous les cas. 

. Soit CD un arc de courbe plane, rapportée à deux 
Fig. 23. axes rectangulaires Ox et 
Oy. Inscrivons dans cet 
arc un contour polygonal 
CEF... MM’... D; soient 
OP = x, MP = y, les coor- 
données du sommet M, et 
x+ Ax, y+ ôy, celles du 
sommet suivant M’: on a 


RTE ER ay \° 
l= VAr + Aay p- 
MM Var + Ay az pf 1+ (32) 


P DAR, A ; 4 
Si l’on faisait Ax ou PP’ = o, 2Y deviendrait Z. On 
Az dx 


doit donc avoir 


VE 


z s'évanouissant avec A x; par conséquent, 


En remplaçant successivement, dans cette équation, 
x ety par les coordonnées de tous les sommets du con- 
tour polygonal, depuis le point C jusqu'au point D, on 
aura les longueurs des côtés correspondants. De là ré- 
sulte, si l’on appelle P le périmètre de cette ligne brisée, 


r=5| y+ (2} (2Y |£ csn. 


Pour avoir la limite de P ou la longueur de l’arc CD, re- 
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marquons d'abord que, æ étant une quantité infiniment 
petite et Y'ax ayant une valeur finie qui est AB, il 


résulte du théorème démontré au n° 16, que 


lim Ÿ(xAx)= o. 


; DE fdy\? f 
Maintenant y- + (2) *est une fonction de T, que 


l’on peut regarder comme la longueur de l’ordonnée NP 
d’un point N répondant à la même abscisse x = OP. Si 
l'on fait la même construction pour tous les points de la 
courbe CD, on aura une courbe GNH, dont l'équation est 


Es WEA, 
n V + (2) 
d’après cela on a 


Zj) ]-Z os 


et, par suite, à cause de lim X (aAx)=0, 


P =lim Ÿ (Yax). 
Or Y(YAr) a une limite déterminée qui est l’aire 


AGNHB. Ainsi le mème nombre exprime la longueur de 


Yare CD et laire AGNHB. 


213. Considérons maintenant l’abscisse OP — x comme 
variable. La longueur de l'arc CM est une fonction de x 
dont on peut chercher la différentielle. 

Soit donc CM = s ; comme s = aire AGNP, on a 


SET 
ds = Y dx = dx y+ (Z) j 
dr 
ou enfin 
ds = ydr + dy’, 


Cette valeur de ds permet d'exprimer très-simplement 
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le sinus et le cosinus de l'angle que la tangente au point M 
fait avec l'axe des x. En effet, si « désigne cet angle, on 


dy F 
a tanga = 7 Par conséquent, 


4 dy dy dx dx 
me: sS au — cosa = 
yda + dy ds 


ydr? + dy ds 


LIMITE DU RAPPORT DE L'ARC À SA CORDE. — NOUVEAUX 
THÉORÈMES SUR LES ARCS CONSIDÉRÉS COMME LIMITES DE 
POLYGONES. 


214. La limite du rapport d’un arc quelconque à sa 
corde est l'unité. 

En effet, considérons un accroissement quelconque 
de l'are CM. Soit MM' = As, on aura 


arc MM’ As âx 


n [Ax?+ À 17 A re 
Var + ar V= (32) 
Az 


L Axs le seh ient AE si que 
orsque s annule, TE evien 1+ T insi q 


AY + 
V 1+(5) : done 


lim 


arcMM' 
MM’ 


215. Si cef. ..d est un contour polygonal d’un même 

Fig. 24. nombre de côtés que le contour 
CEF...D; si, à mesure que les 
sommets C, E, F,..., se rap- 
prochent de plus en plus, les 
côtés ce, ef, etc., tendent de 
plus en plus à devenir égaux 
aux còtés correspondants. CE, EF, etc., en même temps 
que le nombre de ces côtés va en augmentant jusqu’à 
l'infini, lg contour polygonal cef. . .d aura même limite 


Pere 
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que le contour CEF...D, c’est-à-dire la longueur de 
lare CD. 

En effet, soient z,5, 7,..., À les côtés du contour poly- 
gonal cef...d, eta’, ff, y',-.., les côtés correspondants 
du contour CEF...D. Appelons L la longueur de cef...d 


et L’ celle de CEF...D. Soient = le plus petit et £ le 
. a A 


plus grand des rapports entre les côtés correspondants des 
deux contours polygonaux. On sait que la valeur du 
rapport 

a+B+y+e.. +i 


: ` a A $ he 
est toujours comprise entre FI et ra c'est-à-dire que 


l’on a 
a 


L A 
AA A 
sini A.. WoL 
Or, lim == reL lim = = 1, Donc lim S= ot 


lim L = lim L’. 


216. Voici encore un théorème du mème genre, et que 
l'on démontrerait d’une manière analogue : Si l'on mène 
entre les deux ordonnées extrèmes CA, DB un nombre 
indéfini de parallèles à l’axe des y, puis que l’on inscrive 
entre ces parallèles d’autres lignes droites, tangentes à 
la courbe, la somme de ces dernières tend vers une limite 
qui est encore la longueur de. la courbe donnée, même 
quand elles ne forment pas une ligne brisée continue. 


BIBLIOTEKA 
A. CZAIEWISEA 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 


DES COURBES PLANES RAPPORTÉES A DES COORDONNÉES 
POLAIRES. 


Détermination de la tangente. — Longueur des lignes nommées sous- 
tangente, sous-normale. — Différentielle de laire d’un secteur. — 
Différentielle d’un arc de courbe. — Applications. — Des coordonnées 
bipolaires. 


DÉTERMINATION DE LA TANGENTE. 


217. Soient O le pôle, OL l'axe polaire, et M'MC une 

Fig. 25. courbe, dont l'équation soit 
& J(r,6) — 0. Pour mener la tan- 
s | gente MT à cette courbe par le 


) 
/ Ns point M, il suffit de connaître 
AN 
\ 
\s 
T 


ERI. Jangle OMT =u. Soient done r 
L ~E etĝ les coordonnées du point M, 
> 4 | et r + Ar, 8 + A6 celles d’un 
point voisin M’. Décrivons, du 
point O comme centre, l'arc MI. 
Dans le triangle M’ MI on a 


sin IM'M M _ MI arcMI _ MI r A0 
sinM'MI M1 


arcMI M'I arcMI Ar 


Si le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, 
l'angle IM'M devient OMT ou p, l'angle M'MI devieni 
90°— yu, et l’on a 


rdi 7 
(1) tangy = a 
On tire de là 
dr 3 rdo 
(2) ‘cosp = ARITA sinp = Ae RAER ‘ 
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Comme y est compris entre o° et 180°, il faut que sing 
soit positif, Quant à cosy, il sera positif ou négatif, sui- 
vant que l'angle p sera aigu ou obtus. 


218. On peut encore parvenir à la formule (1) par une 


irap, transformation de coordonnées. 

" \ Prenons l'axe polaire Ox pour 

PACS axe des abscisses, et une perpen- 

1 diculaire Oy pour axe des ordon- 

z ACT" N mées. Soient OP=x et MP—) 
oj P |CT z 


les coordonnées correspondantes 


du point M; on aura 
tangOMT = tang(MTzx — MO z). 


dy k: 


“Mais tangMTe = 7 et tang MOr = E 
ARR 
CIRE: 
donc tangOMT nn EE 7: ’ 
1H —- 
RE à 
ou 
ady — ydr 
taħg OMT = Sd + ydy . 
Or, on a æ—rcos® et y —rsiné; 
done dx = drcos0 — rdô sin9, 
et dy = drsin6 + rd9 cos9. 
On en tire r" 
rcos0{drsin9+rd6cos0)—rsin6{drcos 0 —rd6sin6) 
rcos0{drcos0—rdÿ sin 6) +rsin b(drsin 0+rd 0 cos 6) 


et, toutes réductions faites, il viendra 


tang OMT = —— = —— : 
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LONGUEUR DES LIGNES NOMMÉES SOUS-TANGENTE, 
SOUS-NORMALE. 


219. Dans ce système de coordonnées, la sous-tangente 
est la perpendiculaire OT (fig. 25, p. 201) menée au 
rayon vecteur OM par l’origine, et terminée à la tangente 
MT. La sous-normale ON se mesure sur la même droite, 
à partir du pôle O, jusqu’à la rencontre de la normale MN 
en N. D'après ces définitions, S, et S, désignant les deux 
droites, on aura 


ruh 
S:= OT =r tanga = FR 
r dr 
S = y = -I — 
i EON tanguy d9 


DIFFÉRENTIELLE D'UN SECTEUR. 


220. Considérons (fig. 25, p. 201) un secteur POM, 
compris entre deux rayons vecteurs OP et OM. Soient 
POM = u et MOM' = Au. On peut prendre larc MW 
assez petit pour que, de M en M’, les rayons vecteurs 
soient constamment croissants ou décroissants. Pour 
fixer les idées, supposons-les croissants. Décrivons du 
point O, comme centre, les arcs de cercle MI, M'K, 
terminés aux rayons vecteurs OM =r et OM’ = 1! : on 
aura 

OMI < auOM'K, 


5 1 i 
ou bien, comme OMI = = r°? A9 et OM' K’ = 57789, 
I I 
= r° Ab A =P 40, 
4 P GARE à r 
I Au l 
ou -P< —<L-rt, 
2 ae 46 < ag 
Or, comme à la limite 7” devient égal à r, on a 


du 1 1 
——=-Î" == - r240. 
Ti as où du ar dö 


http://rcin.org.pl 


204 COURS D'ANALYSE. 


221. Ce calcul conduit à une conséquence qui est sou- 
vent utile. On a trouvé plus haut (n° 218) 


ædy — y dx 
tang OMT — dr + dy 
et aussi (n° 217) 
rdo 
tang OMT EA ; 


xdy—ydx _r’dð 


on aura donc —— = . 
ra doué adx + ydy rdr 


Mais, à cause de - 
+ y =r, 


on a dx + ydy = rdr; 
donc ædy — ydx = r°d0. 


Or = r°49 est la différentielle du secteur LOM; donc 


FIST r 72 
cette différentielle est aussi égale à ; (ædy —ydx). 


On pourrait d'ailleurs obtenir ce résultat de la manière 
suivante. On a 


ALA . „a ædy—ydz __ dû 
27 Ri w ~ cos’4? 
ou zdy — ydr = 5 d9. 
Or on a x =—=;r? Cos'0; 
donc = (zdy — ydz)==rd0. 


DIFFÉRENTIELLE D'UN ARC DE COURBE. 


222. Considérons larc CM = s (fig. 25, p. 201), et 
soit MM’ — As son accroissement. 
Dans le triangle M'MI on a 


MM'_sinMIN - 
“MI — sinMM'1° 
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à PL 
d'où, à cause de MI = 2rsin = A6, 


* MM’ 


arcMM' 


N. 
2rsin- 49 
2 


et, en passant à la limite, 


done [(217), formules (2)] 


ds = Var: + r?46. 


De là résulte 


sing = ——» 


rd9 
ds 


cosu = — 


sin MI M’ 
As  sinMN'1” 


20 


993. On arrive encore à la différentielle de l'arc par 


une transformation de coordonnées ; on à 


ds = yd + dy? 


= V{dr cos9 — rdüsin6) + (drsing + r44cos6}"; 


ou ds = Vdr'+ r'd48. 


APPLICATIONS. 


294. 1° L'équation d'une ellipse, quand on prend pour 
pòle le foyer de droite F et le 


grand axe pour axe polaire, est 


Fig. 27. 
D M 
| NS 
p“ RAS 
ME EE > 


dr = >) 
(1 + ecos0 | 


dð __ (1+ ecosh)?, 
dr epsinô ° 


T recos) 


De là on tire 


cpsin9d9 
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d'où 
a = tang FMT = eeose, 
2° La spirale d’ Archimède, + 
r = ab. 


La courbe part du pôle et est tangente en ce point à 
laxe polaire. Pour la construire, du pôle comme centre 


Fig. 28. avec l’unité pour rayon, on dé- 

\ crit un cercle, dont Parc compris 
ie. entre un rayon vecteur et l’axe 
{ "TS A polaire a pour longueur 8. En 
| #7 1 portant cette longueur, multi- 
Ke pliée par a, sur le rayon vecteur 


à partir du centre, on aura un 
point de la courbe. 
Comme r croit indéfiniment avec 8, la courbe fait une 
infinité de révolutions autour du pôle. 


On a dr = ad8, d'où 


d6 rdÿ r 
tanger OT ES AN 
d 
sorae a; 
dr 
Tade 
S=0N= j mt 


Ainsi la sous-normale est constante, ce qui offre un moyen 
très-simple de construire la tangente. 
3° La spirale hyperbolique, ainsi nommée parce que 


son équation 
r0 =a, 


est analogue à celle de l'hyperbole xy = m?. 
De l'équation de la courbe on tire r = < : pour 0 = 0, 


on a r= œ; pour des valeurs très-petites de 8, r est fort 
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grand, et diminue à mesure que ĝ augmente; pour 0 = © , 


Fig 29. on a r= o0. Par conséquent, la 

«0 TX ROE fait une infinité de révo- 

AE. A lutions autour du point O sans 
Ta] . . - , - z 

GA 4 L 3 jamais pouvoir l'atteindre; ce 


point est un point asymptote. 
La courbe a une asymptote pa- 
rallèle à OA; car si, d’un point M pris sur la courbe, on 
abaisse une perpendiculaire MP sur l'axe polaire, on aura 


inf 
MP = OM sinb = rsin =a =- 


Donc, lorsque 8 tend vers o, la distance MP tend vers 4, 
À sin RER 
uisque —— tend vers l'unité. 
pusque ma 
On a ensuite 
rd0 5S r 6? 


tange = -7 it RS EPS 
r'd8 
S p = — r= — a. 


La souś-tangente est donc constante. Cette propriété 
donne un moyen commode de mener la tangente par un 
point pris sur la courbe. 

4° La spirale logarithmique, dont l'équation est 


r= ab. 


En changeant l'axe polaire sans changer le pôle, on 
peut mettre l'équation sous la forme 


mý 


re . 


En effet, posons a= e“, b = e", alors 


m(o+3) 
r= ez, P’ = M0 +e ia 
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Soient OA le premier axe polaire, et M un point de la 


Fig. 30. courbe. Prenons un axe polaire 
y OA’, qui fasse avec le premier 
A 2 F 
S00 un angle AOA'=—. Alors, si 
0 — 7 cA A m 
m 

z 
N MOA = 8, en posant 6+ za 

? 


l'équation deviendra 
r=", 


Considérons donc l'équation r= €"? : põur 0 = 0, on 
aura r= 1, ct si l’on fait croître 8 indéfiniment, r croitra 
indéfiniment. Par conséquent la courbe fera, à partir du 
point À (fig. 32) pour lequel OA = 1, une infinité de 
révolutions. En donnant à 8 des valeurs négatives, r dimi- 
nuera indéfiniment; donc la courbe fera encore à partir 
du point A, mais dans l’autre sens, une infinité de révo- 
lutions, en s’approchant toujours du pôle. 


2 I 
On aura dr=me”’ d0=mrd0; par suite, tangu = 
Fig: 31. 


~M 


An 
CN 


quantité constante. Donc, dans 

/ la spirale logarithmique, la tan- 

| gente fait un angle constant 

Se T avec le rayon vecteur qui passe 
* à par le point de contact. 


F 
La sous-tangente sera —; et la sous-normale mr. 
m 


L'extrémité T de la sous-tangente décrit une spirale 


égale à la première, mais située différemment. Soit 
OT =p, ona 


r 
p = — = —': 
4 m m 
`, z . 
Or, en posant TOA =— Y, on aura 6 = 6 + =- Par suite, 


m +2) m Por z Im 
e 2 è 2 m(s+5 i 
p = — a T e s 


m PAL 
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et, en prenant un nouvel axe polaire incliné sur le pre- 


ed DES EST PRES 
mier d'un angle égal à 5 — p? Puis posant 


qui représente une spirale égale à la première. 
L'extrémité de la normale décrit aussi une spirale égale 
à la première. 


DES COORDONNÉES BIPGLAIRES. 


225. Dans ce système de coordonnées, on détermine 
la position d’un point sur un plan, par ses distances r et 7” 
à deux points fixes À et B. 


Soit f(r, r’) =o l'équation de la courbe CM, et pro- 
Fig. 32. 


posons-nous de lui mener une 
tangente au point M. 
Considérons, pour cela, la 
sécante MMS. Menons MH 
perpendiculaire à AM’. 
Soient 


AM=7r, BM=7'; AM=r-+Ar, BM'=—7+a7; 
MAM’ = 40, arcMM'= As, AMT—2, BMT =6. 


On aura 
D M'H _MH arcMM' 
cos AM'M mn du 77: x ET 
ou bien 
n°240 
Se, Ar+2rsin ans areMM” 
As MM’ 
Or 
arsin’ A9 
: 2 : “LR . arcMM' 
lim z =°, limAM'M=, im =! 
I. 2° édition. 14 
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donc 


Pour la mème raison, cos — T 


Par suite, on a 


ce qui détermine la tangente MT. 


` 


226. En prenant les deux foyers d'une ellipse pour 
points fixes, l'équation de cette courbe sera 


r+r'=2a. 
` £ Enr 
De là on tire dr + dr! = 0; d’où m= TI: donc 
Le 
cosa 
—— Z 
cos 8 4 


ou 
cosg = — COS6. 


Donc les rayons vecteurs d'un point de l’ellipse for- 
ment avec la tangente, d’un même côté de cette droite, 
deux angles supplémentaires. 

On trouverait de même, pour l'hyperbole, cos = cos 6. 
Pour une courbe dont l'équation serait r + mr’ = a, on 
aurait cosa = = m cosĝ. 


EXERCICES. 


4. Une courbe est donnée par une relation entre les distances r 
et r' de chacun de ses points à deux points fixes. Trouver l’erpres- 
sion de la différentielle de son arc en fonction des distances r et v' 
et de leurs différentielles. Application aux sections coniques. 

SOLUTION. 

di árr'[rr'(dr°+ dr?) — (r°+r”—a&)drdr'] 
= — A AA E S a a 
{r+r'+a)(r+r"—à)(a+r—r") (a+ r"— r)’ 


a désigne la distance des deux pôles. 
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2. Une courbe est donnée par une relation entre deux angles 4 
et 0’ que les droites menées d’un point quelconque M de cette courbe 
à deux points fixes À et B font avec la droite AB. Déterminer la 
tangente à cette courbe et exprimer la différentielle de son arc en 
fonction des angles 9 et 4' et de leurs différentielles. 
Appliquer les résultats à la courbe décrite par l'intersection de 
deux droites mobiles qui tournent autour de deux points fixes avec 
des vitesses de rotation uniformes. 


SoLuriox. — Si p et u’ désignent les angles que la normale fait 
avec les rayons vecteurs MA et MB, on aura 


sin’ p + sin’ u’— 2sing sin p’ C0s(9+ 9") — sin*(9+9') —o, 
d'A vin odo sin odo — asint sind cos (0-0) d6d 
s sin 040) sin*0'd9’-+sin? 9 d4"%—2 sin sin 9'cos(4+-9')d4d4". 


Dans le cas particulier, z et z’ étant les vitesses angulaires des deux 
mouvements, on a - 

sing __»sin9 

sinp x sing 


3. Les ovales de Descartes, représentés en coordonnées bipolaires 
par les équations 
r+nr'= a, 


r'— nr =6, 


se coupent à angle droit, quels que soient z et £. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 
THÉORIE DU CONTACT DES COURBES PLANES. 


Contact de divers ordres des courbes planes. — L'ordre de ce contact est 
indépendant du choix des axes. — Caractères distinctifs des contacts 
d'ordre pair ou d'ordre impair. — Des courbes osculatrices. — Du cercle 
osculateur, — Application aux sections coniques. 


CONTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES PLANES. 

227. Soient deux courbes CMN, C'M'N’ ayant pour 

équations 
y =f (z); r'=e(x), 
y et y' étant des fonctions explicites ou implicites de x. 
Supposons que ces deux courbes aient en M un point 
commun, et comparons les ordonnées QN et QN’ des deux 
courbes, répondant à une même abscisse, dans le voisinage 
du point M. Soient OP = x et PQ =h : on a 
QN—/S(z+4), QN'—=e(x + h). 
Fig. 33. Doté 

NN'—f(z+4)—4(x+ 4), 

et l’on aura, d'après la série de 


Taylor, 


Pani pon L 28) 

= mes + (2 dz | 
RAY }=diy: 

(2-2 T 


he 
Or, on peut mettre R sous la forme — +, æ devenant nul 


avec h; et comme M est un point commun aux deux cour- 
bes, ce qui donne y = y’, on a 


ve aay pran Polay dy 
pa =k waT ATR 
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Maintenant, si l’on suppose que les deux courbes aient 
en M une tangente commune MT, on aura en outre 
i dy' 


ele 79 


> et l'égalité précédente deviendra 


Il est facile de démontrer que la courbe MN’ approche 
plus de la courbe MN que toute autre courbe MN” qui, 
passant par le point M, ne serait pas tangente à MT. 

En effet, soit y” = (x) l'équation de MN”; on aura 


6 s’annulant avec ; donc 


A-a) 
1.2 j 


NNE dx’ dx? 
NNA dy dy” e 
dx dr 


Donc, quand % tend vers o, on a 


nN 
NN’ 
Ce qui montre qu’en se plaçant suffisamment près du 


point M, NN’ est moindre que NN”, et par suite que la 
courbe MN’ est située entre MN et MN”. 


228. Généralement, supposons que l’on ait 
(a) y’ dy _dy d'y" _d'y dy d'y 


lim 


PV Jr ee de dn de" de de 
Il en résulte 
hn+i dir (LE at 
CAR PR N AR PRE 
N ena) (= Aar +a)» 


æ étant une quantité qui devient nulle en même temps 
que h. Je dis que, dans les environs du point M, la 
courbe MN’ qui remplit les conditions (a) approche 
plus de MN que toute autre courbe MN” qui ne les rem- 
plirait pas toutes. 
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En effet, soit y”=4 (x) l'équation de MN”, et sup- 
posons que les m premières dérivées de y” soient égales 
aux m premières dérivées de y, m étant moindre que n : 
on aura 


QN — QN” = NN” = 


hm d"+' d'"+ y” 
( X “4 +e) , 


1.2... (m +1) de dt 


6 étant une quantité qui devient nulle en mème temps 
que h. Il résulte de là que 
d'tty datiy 
NN’ Ca D dett dt 
NN m2) + 3. (ar) dy dep | 
ae der +6 


` 


Or, comme h% décroit jusqu’à o, æ et tendent de plus 
en plus vers cette limite; il s'ensuit que, lorsque A est 


r NN’ r : 
assez petit, le rapport Rrest sensiblement proportion- 


nel à A=, et, par conséquent, peut devenir plus petit 
que toute quantité donnée, puisque z => m. 

Si l’on convient de dire que les deux courbes MN' et 
MN ont un contact de l’ordre n , et par suite que les 
deux courbes MN et MN/ ont un contact de l’ordre m, 
les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent 
s’énoncer en disant que, par un point commun à deux 
courbes qui ont un contact de l’ordre n, on ne peut 
faire passer entre ces deux courbes aucune autre courbe 
ayant, avec l’une des deux proposées, un contact d'un 
ordre inférieur au n°". 


L'ORDRE DU CONTACT EST INDÉPENDANT DU CHOIX DES 
AXES. 


229. L'ordre du contact est indépendant de la direc- 
tion des axes, pourvu que l’axe des ordonnées ne soit pas 
parallèle à la tangente commune aux deux courbes. 

On pourrait démontrer ce théorème en employant les 
formules générales de la transformation des coordonnées, 
et faisant voir que les dérivées des ordonnées des deux 
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courbes sont encore égales dans le nouveau système d’axes 
jusqu’au n°"* ordre, si n était l’ordre de contact dans le 
premier système. Mais on peut y parvenir plus simple- 
ment par des considérations géométriques. 

Soient CMN, C'M'N'les deux courbes tangentes en M. 
Fig. 34. Par le point M menons une 

droite quelconque M n”, mais dif- 
férente de la tangente au point 


y"= ax + b. 
Soient 
y =f(2)_ y'= }(2), 
les équations des deux courbes. Considérons les ordon- 
nées de ces trois lignes correspondant à un point N pris 
sur la première ; on aura encore 


hr+i (T y dray ) 
» 


ge ere iat. TEA A 
sd Ta rent: (AE 2) detre dur 


0 P Q £ 


et puisque, par supposition , la droite menée par le point 
M est différente de la tangente, 


s— p (ar sa ): 


Par suite, 
d+ y d"+' y’ 


ž NN’ TE de dr y I 
AL 


Or, quand k tend vers o, æ et 6 tendent aussi vers o. 


x NN’ SAn 
On voit donc que le rapport NN tendra vers une limite 


finie. 


On peut donc dire que si le contact est du 7°" ordre, 
Y 


le rapport =—, sera un infiniment petit du n°" ordre. 


NN” 
La réciproque est d’ailleurs évidente. 


230. Supposons maintenant que l’on rapporte la courbe 
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à d’autres axes; par le point N menons une parallèle au 
nouvel axe des y. Soient x’ le point où cette parallèle 


coupe la courbe y’ = ọ (x) et n” le point où elle coupe la 
droite Mn”. Pour démontrer que l'ordre du contact ne 


h il suffit d l aka 
change pas, il suffit de prouver que le rapport ——— 
ge pas, P q PP (Noy 
Ee : Nx’ 
tend vers une limite finie. Car —, sera, dans ce cas, un 


Nr" 
infiniment petit du n°" ordre, et, par suite, le contact 
sera encore de l’ordre n. à 
Or, si l'on mène N’», le triangle NN’»! donnera 
NW sin’ 
Nz'  sinN’ 


Le point N s'approchant indéfiniment de M, le point N’ 
tendra vers N, ainsi que le point n’, et, par conséquent, N’ 
et x se confondront à la limite. Donc n'N' tendra vers la 
tangente au point M, et, par suite, le rapport des sinus 
des angles x’ et N’ aura une limite finie. D'ailleurs, le 


” 


rapport <> reste constant quand le point N s'approche 


du point M, puisque le triangle variable Nn”N” reste 
toujours semblable à lui-même. 


sin x’ sin »” 
On a NN’ =Nn' et NN” = Nn" . 
sin N’ sin N” 
De là 
sin x’ 
NN’ Nn' sin N’ 
(NNA [Na per S sin n°? 
taa 


, 


d'où l’on déduit que le rapport tend vers une li- 


N n” "+1 


mite finie; ce qu'il fallait démontrer, 


CARACTÈRES GÉOMÉTRIQUES D'UN- CONTACT D'ORDRE PAIR 
OU D'ORDRE IMPAIR. 


231. Si les deux courbes CMN, C'M'N'’, qui ont res- 
pectivement pour équation y =f (x) et y'=ọ (x), ont 
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au point M(x, y) un contact de l’ordre z, lesn + 1 con- 
ditions suivantes seront remplies : 


dy dé Er Tr d'y, d'y 


= — pr. = 


PD” "riga de dr dx dx" dx” 


Nous avons vu que, dans ce cas , on a 


n E EN ORAE S ESIA N - 
TA T 1.2... (+1) \dr"*' dx 


Mais, jusqu’à présent, nous n’avons fait attention qu’à la 
valeur absolue de NN’ ou de QN — QN’. Nous allons 
maintenant avoir égard au signe de cette différence. 

Si n est pair, n +1 étant impair, h"+, et par suite 

Fig. 35. QN—QN', changeradesigneavec 
h, et l'on en conclut que celle des 
deux courbes qui est au-dessous 
de l’autre, à gauche du point de 
contact, est située au-dessus à 
droite de ce point, en sorte qu’en 
ce point les deux courbes se tra- 
versent mutuellement, comme on le voit dans la figure. 

Fig. 36. Si z est impair, alors 741 
étant pair, en prenant assez 
petit, le signe de QN — QN’ ne 
changera pas avec celui de k, 
c’est-à-dire qu'aux environs du 
point M les deux courbes ne se 
traversent pas. 

Donc, quand deux courbes ont entre elles un contact 
d'ordre imram, l’une des deux embrasse l’autre, et 
deux courbes se traversent mutuellement au point de 
contact, quand elles ont un contact d'ordre van. 

Une ligne droite tangente à une courbe a en général 
avec elle un contact du premier ordre, c’est-à-dire d'ordre 
impair; aussi est-elle, au point de contact, tout entière 
d'un côté de la courbe. Si le point de contact est un 
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point d'inflexion, alors le contact devient d'òrdre pair, 
et la tangente traverse la courbe. 


DES COURBES OSCULATRICES. 


232. Soit 
(1) d(r, ra, b; cr...) = 0 


une équation renfermant 7 + 1 constantes arbitraires, 
a, b,c,..., et qui, suivant les valeurs attribuées à ces 
constantes, convient à une infinité de courbes différentes. 
On peut disposer des indéterminées a, b, c,..., de ma- 
nière que la courbe (1) ait nn contact d'un ordre déter- 
miné, du n°" au plus, en un point donné (x, y), avec 
une courbe donnée par l'équation 


(2) x =f(x) 


Si le contact doit être du n°" ordre, les z + 1 condi- 
tions suivantes, répondant à l’abscisse x, seront rem- 
plies : 
dy} AY. AY ady ih ES a A 


Lu wE A ... — = 
(a) r'=r, ASE RS = = a 


a. dy d" y' 
dx? das’ de 
z4 Zz E 27, en différen- 
tiant z fois de suite l'équation (2). Les n +1 équa- 
tions (a) détermineront les n- 1 constantes inconnues, 
a, b, c, etc., en fonction des coordonnées du point de 
contact et des coeflicients de l’équation (2). 

Quand on détermine les constantes a, b, c, ete., de 
manière à obtenir le contact de l’ordre le plus élevé pos- 
sible, qui est égal au nombre des constantes moins 1, on 
dit que parmi toutes les courbes de mème espèce repré- 
sentées par l'équation (1) celle qui répond à ces valeurs 
des constantes est osculatrice à la courbe y = f(x). 


On obtiendra =— » en diflérentiant z fois 


de suite l'équation (1), et 
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933. Comme première application, considérons la 
droite 


(1) y =ax+ b, 


et la courbe y = f (x). 

L’'équation de la droite ne renfermant que deux con- 
stantes arbitraires, on ne pourra établir qu’un contact 
du premier ordre. Il faudra pour cela satisfaire aux deux 
équations 


pe ha 48 — 
y =y et ou «a pe 


Si l'on remplace y’ par y dans l'équation (1), on aura 


y=az+b, 
d'où l’on tire 
b =y — 4x =y — a p 


L'équation (1) deviendra alors 


ce qui est bien l'équation de la tangente au point (x, y). 


DU CERCLE OSCULATEUR. 


234. Appliquons encore les mêmes considérations au 
cercle. Soit en coordonnées rectangulaires 


y=f(x) 


l'équation d’une courbe. Puisque l'équation générale du 
cercle contient trois constantes arbitraires, le cercle oscu- 
lateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un con- 
tact du second ordre. Soit douc 


(1) (=E + (y — a) =? 


l'é ; 
équation de ce cercle inconnu. 
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On en tire par deux différentiations successives : 


(2) 2—E+ (7 — n) Z =o, 
P 
(3) Hs a A E A 


Comme on doit avoir 
dy! - dy : dy. dy 
= — Z — — = — 
JT, dé: de IR T AR? 


si l’on remplace dans les relations (1), (2) et (3) y’, ; 


d? t dy d'y L 
a? respectivement par y, 7» z> On aura pour déter- 
miner £, n, p les trois équations 
(4) (2 —6P+ (7 —1)=p?, 
d 

(5) (z— E) + (7—1) Leo, 

7 dy’ d’? 
(6) + tr —n) Se 0, 


x et y étant les coordonnées du point de contact. 
On tire de ces équations : 


dy? dy dy? 
Ce Z(E) 
n =y = diy. > ķ— r= d'y d 
dx da 


g) 


] dy? ds’ 
rata Cr) en 
dx’ 7 dx’ 
d’où 
3 
dy:\? 
(2) 
(7) pP=t—; 
À 
de 


235. Le numérateur de cette expression étant positif, 
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il faut prendre le signe + ou lé signe — suivant que 
LT est > 0 ou <o, si l’on veut avoir la valeur absolue 
de p- 
dy 
dx? 
de mème signe. Comme n — y est la différence entre lor- 
donnée du centre du cercle de l’ordonnée du point de con- 
tact, il en résulte que le centre du cercle osculateur est 
toujours dans la concavité de la courbe. 

La courbe et le cercle osculateur ayant la même tan- 
gente, le centre du cercle osculateur est sur la normale à 
la courbe au point (x, y); on peut encore le conclure de 
l'équation (5) mise sous la forme 


L'équation (6) montre que n—y et sont toujours 


(8) IT 


d’où résulte que la droite dont le coefficient angulaire est 


eA ` . . . . . 
. p’ c'est-à-dire la droite qui unit le point de contact 
3 


au centre du cercle osculateur, est perpendiculaire à la 
tangente commune. 

Le cercle osculateur ayant avec la courbe un contact 
du second ordre en général, par conséquent d'ordre pair, 
il s'ensuit qu'il traverse la courbe, excepté en certains 
points particuliers où le contact est d’un ordre supérieur 
au second. Dans ce dernier cas, si le contact est d'ordre 
impair, la courbe et son cercle osculateur sont du même 
côté de la tangente commune. 

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de cour- 
bure; son centre et son rayon centre et rayon de cour- 
bure. Nous en verrons plus tard la raison. 


236. Comme exemple, proposons-nous d'obtenir le 


rayon de courbure MK d’une section conique, en un 
point quelconque. 
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Supposons celte courbe rapportée à l’un de ses axes 


Fig. 37. de figure, et à la tangente au 
y| PA sommet; son équation sera 
Sa 5 | q 
PEN (1) Y?—=2pxz + qz. 
pue) x En différentiant deux fois cette 
A P N\ x z . 
* équation, on trouve 
SON Oh dy _p+gz 
PR BUTS 
d'y dy\? 
D t (2) bé: 
d 
T sa valeur, 


et, en mettant pour — 
; POSE 


Py | P+a2pgz +ge 
LA Tr SR ra =q, 
ou enfin 

P? 


dy 
dæ — y? 
Par suite on a, pour la valeur absolue de p» 


3 
dy? \° 
3 ye 
Y (+) z 
EET eo 
Le numérateur de p est le cube de la normale MN. En 
effet, le triangle rectangle MNP donne 


(2) E 


RE dy? dy? 
i MEET = y? + re ou = + 


dx? 
d'où 
21 à 
#* (+) =; 
Donc 
3 
(3) p= 


Ainsi, dans toute section conique, le rayon de cour- 
bure est égal au cube de la normale, divisé par le carré 
du demi-paramètre. 
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Il est, du reste, facile d'obtenir la valeur de p en fonc- 
tion seulement de l’abscisse du point M. En effet, 
| d 
>3?=2pz+ gx et 72 =p + qz; 
dx 
on a, par suite, 
n=2pr+ qe + (p Hq) (g+ 42 + pge +2px p. 
Donc 
3 
H [Ka+a)e+2p(i+giz+p) 
= r 


3 


PAR EP 
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VINGTIEME LEÇON. 
DÉVELOPPÉES ET ENVELOPPES DE COURBES PLANES. 
Développées et développantes des courbes planes. — Propriétés générales 


des développées. — Application à la parabole, à l’ellipse, à l'hyperbole. 
— Enveloppe d’une courbe mobile. 


DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES. 


237. Nous avons vu que les coordonnées ¢ et n du 
centre de courbure correspondant au point M de la 
courbe CM étaient déterminées par les équations 


d 
(1) z—ý+ (y —a) =o; 
dy? Te pE 
(2) Le 7e FANS = 0. 


Les centres de courbure K, K,,..., forment une nouvelle 
Fig. 38. courbe FF’ que l’on appelle la 
développée de la courbe CM, 
et celle-ci est appelée la déve- 
loppante de FF’; nous verrons 
bientôt la raison de ces dénomi- 
nations. 
Puisque les équations (1) et (2) 


avec l'équation 

(3) Pas PJ 0 

de la courbe donnée CM déterminent les coordonnées £ 
et n du centre de courbure K, répondant au point 
donné M (x, y) de la courbe CM, on aura l'équation 
du lieu des points K en éliminant x et y entre les équa- 


tions (1), (2) et (3). 
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA DÉVELOPPÉE. 


238. La développée d'une courbe pon de propriétés 
générales très-remarquables. 

En premier lieu, les normales à la courbe CM tou- 
chent la développée aux points K, K,,..., c'est-à-dire 
aux centres de courbure. 

En effet, si l’on prend x pour variable indépendante, 
et que l’on différentie l'équation (1), en y regardant y, 
dy 


Za’ & et n comme des fonctions de x, on a 


dy 
) 


d 
de — dg + (dy — dn) Z + (y — n) E 


ou 


d? d 
de [14 Z + (r— -n |- ango, 


ou bien, à cause de l'équation (2), 


dy 
dé+dn = 0, 
ou enfin 
dn dx 


Cette dernière relation montre que la tangente à la dé- 
veloppée menée par le point K est perpendiculaire à la 
tangente menée par le poin M à la courbe CM. Donc 
la droite KM est tangente à la développée. 


239. Une conséquence immédiate de cette propriété, 
c'est que la développée d'une courbe est le lieu des in- 
tersections successives des normales à cette courbe. En 
effet, considérons les deux normales MK et M,K, qui 
touchent la développée aux points K et K,. Soit Ile point 
où elles se coupent : quand M, se rapproche indéfiniment 
de M, la normale M,K, se rapproche de MK, et l'angle 
K.,IK tend vers deux angles droits. Donc K;K est le plus 

I. a° édition. 15 
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grand côté du triangle K,IK, et comme ce côté tend vers 
zéro, il en sera de même de IK.. Par conséquent le point I 
se meut sur la droite fixe MK en se rapprochant indéfini- 
ment de K, que l’on peut considérer comme le point 
d’intersection de la normale MK et de la normale infini- 
ment voisine. 


240. La différence entre deux rayons de courbure 
MK et M,K, est égale à larc K,K de la développée, 
compris entre les deux centres de courbure correspon- 
dants. 

Pour le démontrer, différentions l'équation 

abs Col hr dm 
en y regardant y, £, n et p comme des fonctions de la va- 
riable indépendante x. Il vient ainsi 


pdo = (x —#%) (dr — dé) + (y — n) (dy — da), 
ou 


dy 
pdp=de|z—z+(y à À] (ee dé (y n)an, 


ce qui, d’après l’équation (1) du n° 237, se réduit à 
pdp=—(x—Ë6) dé — (y —n)dn, 

d’où l’on tire, en désignant par g l'arc FK, 

dp_E—x dE n—y dn 

de p ‘da t p ‘de 


Mais le second membre est le cosinus de l'angle que la 
droite MK fait avec la tangente à la développée au pointK. 
Comme cet angle est nul, son cosinus est égal à l’unité, et 
l’on a 

dp= do. 


De cette équation on conclut 
p—=e+cC, 
€ désignant une constante; on aura de même 


n= a+ C: 
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donc 
p — pı = a — a, = arcFK — arc FK, = arc KK.. 


241. On peut aussi concevoir cette propriété comme 

une conséquence de ce que la développée est le lieu des 

Fig. 39. intersections successives des normales à la 

n, MY— courbe donnée. En effet, remplaçons un 

petit arc KK, de la développée par sa 

corde, et supposons que cette ligne prolon- 

x) gée rencontre la courbe en M. La droite KM 

K} différera très-peu de la normale KN menée 

par le point K, et K,M très-peu de la nor- 

male K, N, menée par le point K,, en sorte qu’on aura, en 
négligeant des infiniment petits du second ordre, 


KK, = KM — K, M =KN — K,N.. 


C'est cette propriété de la courbe FK qui lui a fait 
donner le nom de développée. En effet, imaginons un 
fil dont une partie soit enroulée sur FK, et dont l’autre 
partie, tendue suivant la tangente K, M,, se termine en 
M, sur la courbe CM. Je dis que si l’on déroule ce fil en 


. Fig. 40. le tenant toujours tendu, son 
ME extrémité décrira la courbe CM. 
y y QC Car supposons que la partie rec- 
AA tiligne soit maintenant dirigée 

POE: ivant 1 KM 
| AT suivant la tangente , et que 
5 l'extrémité aboutisse au point G : 

| ona 


GK=MK. +KK, - 


puisque K, K est la partie qui est devenue rectiligne. Mais 
d’ailleurs on a aussi MK =M, K, +- K, K. On aura donc 
GK = MK et G coïncidera avec le point M sur la courbe 
CM : donc l'extrémité du fil décrira la courbe CM. 


242. On voit par là qu'une même courbe FK a une 
infinité de développantes, et que pour les décrire il suffira 
15, 
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d'allonger ou de diminuer le fil d'une quantité arbitraire. 
Les tangentes à la courbe FK sont normales à toutes les 
développantes, d’où il suit que celles-ci ont les mêmes 
normales et les mêmes centres de courbure; et comme 
elles interceptent sur leurs normales communes des lon- 
gueurs constantes, on peut, au moyen d’une dévelop- 
pante, obtenir toutes les autres. 


243. Si une courbe est algébrique, les rayons de ses 
cercles osculateurs auront aussi une expression algébrique 
d’après les formules trouvées précédemment : par consé- 
quent, un arc de la développée, qui est la différence de 
deux de ces rayons, aura, dans ce cas, une expression 
algébrique, et cette courbe sera rectifiable. 


RAYON DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE LA PARABOLE. 


244. Appliquons maintenant la théorie précédente à la 
Fig. 41. parabole dont l'équation est 


J’ = 2px. 
Nous avons trouvé, en désignant 


par z la normale MN, et pap p 
le rayon de courbure au point M, 


n° 
= — (236). 
Ep (236) 


Si l’on veut exprimer ce rayon en fonction des coor- 
données du point M, il faudra différentier deux fois l’équa- 
tion y*— 2px, ce qui donne 


EN LA ER 
dd ra de Lo 
Donc on a, en valeur absolue, 
3 
E) š 
r- g 
t RA RAP. 
E; P 
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Pour avoir PE. de la développée, substituons les 


valeurs de 2 a! de Er Y dans les équations 


d 
z— ee 


d d? 
+ +) = 0 : 


il vient 
2 


z—ğ+(y—a)E=o 1457-50. 


L’élimination de x et de y entre ces équations et celle de 
la courbe conduit à l’équation de la développée. De la 


seconde on tire 


En mett#nt cette valeur de n dans la première, on aura 
À % 
Rat 3 +2 + P = 0, 


d'où E—p=3x. 
On a donc 


P=—pn, z=3%—?) Gore, 


d'où | ne 
et r=(2pz}= |326] 
Donc 4 y? — 8 3 
onc p'a APE dl 
: 8 
et n= p 


Si l'on transporte l’axe des ordonnées parallèlement à 
lui-mème jusqu’au point O, tel que AO = p, l'équation 
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prend la forme plus simple »° = 5 £, ou simplement 


Cette courbe a la forme KOL (fig. 41, p. 228). Elle 
est symétrique par rapport à l'axe des abscisses, ce qui 
était évident à priori, et s'étend à l'infini du côté des x 
positifs. 

En différentiant, on trouve 


dn 3 8 g 
d% 2V 237p 
NV dinge 45 LME 
Er  4Va27P | Vôp Ve 
; d’ $ 
Le signe de Js est le même que celui de n; par consé- 


quent, la courbe est partout convexe vers l’axædes ab- 
scisses. 


RAYON DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE L'ELLIPSE. 
245. Soit 
ay? + Lx? — ab? 
l'équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses 
axes. On en tire 


. 
Cela posé, la formule connue du rayon de courbure 
donne 


(: + Ke ; 
HA ar) baeer), 
z b‘ g ab 

ay 


Pour avoir la développée de ellipse, reprenons les 
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deux équations 


dy? d’? 
(1) +t 
dy 
(2) z—k+ (y=) zA 


d es 
Quand on remplace T et —— Z par leurs valeurs, l’équa- 


tion (1) devient 
ay + bay — ab (y— nr) =0, 
(aty? + b'e) y 
ab‘ 
ICa + (ab amay Fa 
a* b' 
Le (a?— b?) y? + bt 


b 


ou j—n—= 


et posant a — b’ = c?, il viendra 


(b+ €? y?) ay’ 
y—r= = k iaa To 
ou enfin 
Fd 3 
(3) n = — z : 


En permutant dans la relation (3) x et y, a et b, ce 
qui change c° en — c°, on aura 


Cæ 
(4) = 
Par conséquent, si l’on pose, pour abréger, Z =Aet 
A = B, on a 


En substituant ces valeurs dans l'équation de l'ellipse, 
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e= 


on a, pour l’équation de la développée, 


wo (+6) 


La courbe représentée par cette équation est symé- 
Fig. 42. trique par rapport aux axes 
de lellipse, comme, du 
resle, on pouvait le pré- 
voir. Pour n = 0, on a 


mise sous la forme 


ce? 
—=ÆA= ES, 
a 


ce qui donne deux points G, 
G’, situés sur l'axe des x 
entre les foyers. On obtiendra de mème les points H, H’, 
où la développée rencontre l’axe des y. 

En différentiant l’équation (x) deux fois de suite, on a 


E TS QE n T 
G) a + (E) ee 


A E E T 


De là on tire 


Or: fe est de même signe que le dénominateur, puisque 


le numérateur est positif. Par suite, cette dérivée a le 
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même signe que 7. Donc la courbe tourne partout sa 
convexité vers l'axe des x. 

On a ensuite 


Z 
dn &) A AIN B 
g- AiR) E 


cette dérivée étant nulle pour 1 = o et infinie pour £ = 0, 
on en conclut que les axes sont tangents à la courbe aux 
points G, G’, H et H’, qui, à cause de la symétrie de la 
figure, doivent être des points de rebroussement. 


RAYON DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE L HYPERBOLE. 


246. Le rayon de courbure et la développée de Fhy- 
perbole peuvent se déduire de ce qui précède en chan- 
geant b? en — b*. On a ainsi pour le rayon de courbure 


_ (bte? + ay°)° 
P a'b‘ 


? 


et, pour l'équation de la développée, 


en posant c’ = a° + b’, Z EY. az =p; 
La développée de l'hyperbole se compose de deux 
Fig. 43. i branches infinies HGK, 
H'G'’K', symétriques par 
rapport aux deux axes; elle 
a deux points de rebrousse- 
ment Get G’ situés sur l’axe 
transverse au delà des foyers 
par rapport au centre, et 
elle est convexe en tous ses 


points vers l’axe transverse. 
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ENVELOPPE D'UNE COURBE MOBILE. 


247. Quand une courbe se meut sur un plan, en chan- 
“geant de forme suivant une loi déterminée, elle est en gé- 
néral constamment tangente à une courbe fixe qu’on 
nomme son enveloppe. On peut supposer que la courbe 
mobile est représentée par une équation 


(1) F(z; 7, c)=0, 


dans laquelle c est un paramètre que l'on fait varier d’une 
manière continue. Si l’on donne à ce paramètre deux va- 
leurs successives c et c + Ac, les courbes représentées par 


les équations 
F(z, y,c)= 0, F(zx,7,c+a4ec)=0o, 
se couperont en un point (x, y) pour lequel on aura 
F(z, y,c+Ac)—F{zx,y, c) = 0, 


et, par suite, 


(a) Seretan À CE) PER 


Si Ac diminue indéfiniment, les coordonnées du point 
(x,y) qui ne cessent pas de satisfaire aux équations (1) 
et (2) vérifieront à la limite les équations 


dF 


de 


(3) F(anc)=0, E= 
On obtiendra donc le point limite M de l'intersection de 
la courbe (1) et de la courbe infiniment voisine, en résol- 
vant les équations (3). Si maintenant on élimine c entre 
ces équations, on aura le lieu des points M, c’est-à-dire Le 
lieu des intersections successives des courbes représentées 
par l'équation (1). 

Je dis que ce lieu est l'enveloppe cherchée. En effet, 
une courbe A représentée par l'équation (1) est coupée 
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par celle qui la précède, B, et par celle qui la suit, C, en 
deux points qui finissent par se confondre. La droite qui 
joint ces deux points tend donc à devenir tangente à la 
courbe A. Elle tend d’ailleurs évidemment à devenir 
tangente au lieu des intersections successives. Donc ce 
lieu est tangent à toutes les courbes représeutées par 
l'équation (1). 


EXERCICES. 


1. Développée de la courbe 
Says as. 
SOLUTION. 
81aÿ = 16(2a+ ya — bar) (+ ya = baz — a). 


2. Développée de la courbe 
SOLUTION. 


3. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes ont les mémes 
directions, et pour lesquelles la somme de ces axes est constante. 
SOLUTION. 
3 FAURE N 
z 3 H r? S 
On trouvele mème lieu quand on cherche l'enveloppe d'une droite 


de longueur constante (4), qui se meut en s'appuyant sur deux 
droites rectangulaires. 
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VINGT ET UNIÈME LECON. 
ÉTUDE PARTICULIÈRE DE LA CYCLOIDE. 


Définition et équation de la courbe. — Tangente et normale. — Rayon du 
cercle osculateur. — Développée. — Longueur d’un arc de cycloïde. 


DÉFINITION ET ÉQUATION DE LA CYCLOUÏDE. 


248. La cycloïde est le lieu des positions d’un point M 
donné sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite 
indéfinie A x. 

Prenons pour axe des abscisses la droite Ax, pour ori- 
gine le point À, où se trouve le point générateur M à 
l'origine du mouvement, et pour axe des ordonnées la 
perpendiculaire A y. 


On reconnaît, à priori, que l’ordonnée est maximum 
À $ E LE 
au point C, correspondant à l’abscisse AD — 3 cire. OM; 


que la courbe rencontre de nouveau l'axe des x en un 
point A’ dont l’abscisse est cire. OM, et que la portion 
CA’ de cette courbe est symétrique de larc CA par rap- 
port à CD; ensuite qu’au delà du point A’, comme à gauche 
du point À, il existe une infinité d'arcs identiques à ACA’. 
Cherchons maintenant l'équation de la courbe. Soient 
Fig. 44. AP=zx, MES y les 
coordonnées d’un point 
M du lieu, MO =a et 
MOH = u; joignons MO 
et menons MI perpendi- 
culaire à GH. 
D’après le mode même 
de génération, larc MH 
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est égal à la portion de droite AH. On a 
æ— AH — PH — arcMH — MI—au—asinu—a(u— sin u), 
y = OH — 10 = a — acosu = a( 1 — cosu ). 


Il ne s’agit donc plus, pour avoir l'équation de la cy- 
cloïde, que d'éliminer u entre les deux équations 


(1) x=a(u — sinu), 
(2) y = a{1 ~ cosu). 


Or la dernière donne 


d’où 
+V2a — y’ 
re siea: eenn 


sin 


Portant ces valeurs dans l'équation (1), on a l'équation 
de la cycloïde, 


a — 


T V24a7 — 7°. 


(3) æ = a arc cos — 
Pour expliquer le double signe du radical ou de sin u, 
on observe que si le point M est sur l’arc AC, on a 
u <T et sin u > 0. Mais si le point M était sur l’arc CA’, 
on aurait u => et sinu<o. Donc le signe supérieur 
convient à l'arc AC, et le signe inférieur à Parc CA’. 


TANGENTE ET NORMALE. 


249. Pour obtenir Z, on pourrait différentier l’équa- 
tion (3), mais il est plus simple de différentier les équa- 
tions (1) et (2), dans lesquelles x et y sont fonctions de 
la variable indépendante u, ce qui donne 

dx = adu (t — cosu) = y du, 

dy = adusin u = du y 2ay — y*. 
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Divisant membre à membre, il vient 


dy _W2ay— > 
TAPER 


dre 


La sous-normale au point M ayant pour valeur == ss 


“on voit qu'elle est égale à ÿ2ay — y*. Or 
V2ay— y’ = yy(2a— y) =VIHXIG = MI ou PH. 


Donc MH est la normale au point M, et, par suite, MG, 
perpendiculaire à MH, est la tangente en ce point. 

De là résulte un moyen très-simple de mener une tan- 
gente à la eycloïde par un point M de cette courbe. 
Supposons le cercle CmD décrit sur l’ordonnée maximum 
comme diamètre; menons Mm parallèle à Ax : une pa- 
rallèle à Cm, menée par le point M, sera la tangente 
cherchée. 


250. La longueur de la normale, au point M, a pour 
expression 


24: EEE Re 
Vr je AEN CE REEI EE 2ay. 


Or GH = 24, IH = y. Cette longueur est donc moyenne 
proportionnelle entre IH et GH; elle est donc la ligne 
MH elle-même. 


RAYON ET CENTRE DU CERCLE OSCULATEUR. 


251. Ona 


de y y 
dy? 2a f dy d'y 2a dy 
donc lany Th, d’où MES sde E 
dy a 
ou DS: 
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dy dy 

i valeurs de — et de —— 

Substituant ces vale ia E 

connue du rayon de courbure, on trouve 
(= 8 

ki 8ay 


PS — 


a? a? 


dans l'expression 


; donc p= 2V2ar. 


Mais 
y2ay = VGH X IH = MH, 


donc le rayon de courbure est double de MH, et puisque 
d’ailleurs MH est la normale au point M, on aura le 
centre de courbure en prenant sur la direction de MH 
un point N tel que MN = 2 MH. 


DÉVELOFPÉE DE LA CYCLOÏDE. 


252. Ce résultat donne très-simplement la développée 
de la cycloïde. 

Soit HNL un cercle égal au cercle OM, tangent au point 
H à l'axe Ax, au-dessous de cette droite; menons LE pa- 
rallèle à Ax, et prolongeons le diamètre CD jusqu’à sa ren- 
contre en E avec LE; les arcs MH et NH étant égaux, on a 


arc NH = AH; 
d’ailleurs arc HNL = AD. 
Donc arc NL = AD — AH = DH = LE. 


Ainsi la développée de la cycloïde est engendrée par 
le mouvement d’un point N placé sur la circonférence 
d'un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur 
une parallèle LE à Ax , au-dessous de cette droite, et à 
une distance de celle-Q égale au diamètre du cercle mo- 
bile. Cette développée est done une cycloïde égale à la 
première. 

On peut d’ailleurs le démontrer sans connaître la lon- 
gueur du rayon de courbure. En etlet, de même que MG 
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est tangente à AMC, en M, NH ou MN est la tangente en 
N à la cycloïde ANE. Donc cette dernière courbe est le 
lieu des intersections successives des normales consécu- 
tives à la cycloïde ACA’, et par conséquent elle en est la 
développée. 


253. On peut retrouver le même résultat par le calcul. 
On a 
dy __ /2a LL I ER. 
de y eV HT) y 
Substituons ces valeurs dans les équations 
dy? d'y 
1+ 2 + (9 —%)75=0;, 


d 
e—E+(y—r) Z =o. 


La première équation donne 


rx) ou bien 247 —a(y —»)=0, 
ou enfin 
(1) Y = — h. 


On tire de la seconde équation 
—ġ+(y— VE —1=0, 
d (y— na) 3 Tp 


ou, en remplaçant y par sa valeur et transposant, 


2a 
2=E+ 204 / —— —:1, 
n 


ou enfin, en faisant passer » sous le radical dont le signe 
doit être changé, puisque n est négatif, 


(2) x—E— 2V—2ar — x. 


Substituant les valeurs (1) et (2) dans l'équation de la 
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cycloïde, 


(3) z= aarc cos" — V2ay =’, 


on a, pour l'équation de la développée, 


(4) BL a arcs EVE Van 7. 


a 


Supposons maintenant qu'on prenne pour axes les 
Fig. 45. droites Ex’ et Ey'; nommons x’ 
et y’ les nouvelles coordonnées 
d’un point quelconque N de la 
développée : puisque 


D= ra DE—24, 


on aura 


g = AD — DI = ra — 7’, 

n= NR — IR = y'— 24. 
Substituant ces valeurs de ¢ et de x dans l'équation (4), 
l'équation de la développée par rapport aux nouveaux 
axes devient 


l— a 


+ V2ar =y”, 


ra— x —= a arc cos ? 
a 


ou bien 


4 
— a — 
r'= a (— arc cos Z ) — V2ay =y”, 
a 


ou enfin, comme deux arcs supplémentaires ont des co- 
sinus égaux et de signes contraires, 


a— y 
a’ = aarc cos ( - ) — V2ay — 7”. 
a 


Cette équation, comparée à l'équation (3), montre que 
la développée de la cycloïde est une cycloïde égale, placée 
par rapport aux axes Ex’, Ey', comme la proposée par 
rapport aux axes primitifs. 

I. 2° édition. 16 
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LONGUEUR D'UN ARC DE CYCLOÏDE. 


254. La ligne MN double de HN est le rayon de cour- 
bure correspondant au point M de la cycloïde dévelop- 
pante, ou la tangente menée par le point N à la cycloïde 
ANE développée de la première. De plus, au point A, le 
rayon de courbure est nul puisque la normale MH devient 
nulle pour ce point. Donc, comme un arc de développée est 
égal à la différence des rayons de courbure extrèmes, on a 


arc AN = MN = 2 NH. 
En revenant à la cycloïde proposée, on peut dire que l'arc 
CM est égal à 2MG. 
Exprimons maintenant cet arc en fonction des coor- 
données de son extrémité. 
On a 
arc CM = 2MG = 2 V2a.MQ, 


ou bien, puisque MQ = 2a —y, 
arc CM = 2 4 a? — 2 ay. 


255. On peut encore parvenir à ce résultat par le 
calcul. 

En effet, soit CM =s un arc compté à partir du som- 
met C; on aura 


2 
ds = Edy 1 UE" 
; dy? 
dx H 
Orona SELE, 
dy y2ay — 7’ 
donc 


Mais l’arc CM diminue lorsque y augmente; on doit donc 
prendre le signe —, et écrire 

2a EE ee 
RAMTE LU =dl2 V2a V2a— 7) , 
2a — y 
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donc 
s= 2 \2ay2a—y+0C, 
ou s = 2 y4aæ— zay +C. 


C est une constante que l’on détermine en faisant y = 24, 
ce qui donne s = o et par suite C= 0. On a donc, comme 
plus haut, 

arc CM = 2 ÿ4a° — 2ay. 


256. Si l’on suppose y = 0, on aura 
arc CA = 4a, 
et par suite 
arc ACA’ = 8a. 


Ainsi l'arc entier de la cycloïde est égal à quatre fois 
le diamètre du cercle générateur. 


EXERCICES. 


1. Quand une courbe plane C roule sans glisser sur une autre 
courbe fixe C', chaque point du plan de la première décrit une 
courbe dont la normale passe à chaque instant par le point de 
contact de C et de C. 


2. Discuter la courbe engendrée par un point qui se meut d’un 
mouvement uniforme sur un cercle dont le centre se meut aussi 
d'un mouvement uniforme et en ligne droite. 


3. Le lieu des points d’où l’on peut mener à une cycloïde deux 
tangentes formant un angle droit est une cycloïde accourcie (courbe 
du n° 2, quand la vitesse du centre est moindre que celle du point 
décrivant). 


16, 
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VINGT-DEUXIÈME LECON. 
COURBURE DES COURBES PLANES. 


Expression du rayon de courbure, quand la variable indépendante est 
quelconque. — Application aux coordonnées polaires, — Théorie de la 
courbure des courbes planes. — Identité du cercle de courbure et du 
cercle osculateur. — Applications. 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE 
INDÉPENDANTE EST QUELCONQUE. 


257. En prenant x pour variable indépendante, nous 


avons trouvé 
2 
dy?\ *? 
I Pr, 
Tie ( +7) 
dx? 

Supposons maintenant que æ et y soient fonctions 
d’une autre variable z, et cherchons, dans cette hypothèse, 


l'expression de p. On sait (92) que 4 conserve la même 


dx 
dxzd?y— dyd’ x 


dy. Ñ 
forme, et que ‘= doit être remplacé par ap 


On aura donc 
DAAN. 
( px Z) 


eT dx d'y — dy dix 


das 
ou bien 
£ 
_ _(d + dy) 
(1) S drd? y — dydi x’ 


expression dans laquelle les différentielles de x et de y 
sont prises en regardant ż comme variable indépendante. 


EEE L ER 
= Mer He 
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ExemrLe.— La cycloïde est représentée par l'ensemble 
des deux équations 


x=a(u— sinu), y—a(r; — cosu). 
De là on déduit, en prenant u pour variable indépen- 
dante, 
dx =a (1 — cosa )du, d's —=asinudw, 
dy = a sinu du, d'y = a cosudu?. 
Par conséquent, 
dr? + dy? = (1 — 2 cosu + cos'u + sin? ú) a’ du’, 
dzd’ y — dy d'x = (cosu — cos? u — sin?u) a? du, 
ou dx? + dy? = 2 (1 — cosu jadu’, 


dzd?y — dy d?’ x = — (1 — cosu )a du’. 


Par suite 
3 
3 (1 — cosu} a du’ -= : 
EE > de 2 
PT (to AE ae 
Or, 1— cosu =] 
a 


Donc p=2a ay= 2 V2ay. 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNÉES 
POLAIRES. 


258. La formule (1) conduit à l'expression du rayon 
Fig. 46. de courbure au point M, en 
fonction des coordonnées po- 
laires de ce point. Pour cela, 
menons par le pôle deux axes 
rectangulaires Ox et Oy. Soient 
TOA =) OP=z: MP=T, 
OSA  MOA= 0), 


on aura 
æ—rcos(0—x), y —=rsin(5—«), 
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ou en posant, pour abréger, 9œ—x=#", 
æ= rcosh, y= rst, 

De là on tire, en observant que df — d0, 

dx = dr cos? — rd8 sinb’, 

dy = dr sin 9’ + rd 9 cosh’, 

d?’ x = d?r cosh! — 2 dr d9 sin f — rd cosh’, 
d'y = d’r sinb' + 2drd0 cos#! — rd8? sinb’. 

Ou aura donc 
dx? + dy? = dr? cos? 0" + r° sin? h’ d0* + dr? sin?0'+- r? cos?0' d 0° 

= dr? (sin?9’ + cos’0') + r°d6° (sin? + cos?0' ), 
et, toutes réductions faites, 
(2) dæ + dy? = dr? + r’d0?, 
De mème 

dx d'y — dy dx 

= (dr cos9' — rd6 sin’) (d’°r sin 0'4- 2drd0 cos" — rd0* sinb’) 
— (dr sin 0'4- rd9 cosb’) (d?r cos8"— 2 dr d6 sin9'— rd9 cosh’) 
= d?r (dr sin 6 cos" —rd0 sin°9' — dr sin 0’ cos’ — r:10 cos?0') 
+ 2 dr°(d0 cos’ 0" + d9 sin?) + r?° (sin?0' 46% + cos*0 d6’), 
ou, en simplifiant, 
(3) dxd'y — dyd?x = 2dr°d6 — rdi d'r + rde. 
Substituant les valeurs (2) et (3) dans la formule (1), on 
obtient 


das (dr? + r’d9?)? 
PT 5 drido — rd'rd0 + rdo’ 


ou bien 


(4) PER: A dr 
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Ce résultat s'obtient d’ailleurs plus simplement en fai- 
sant coïncider laxe O x avec OM. Il faut faire alors «= 9, 
et l’on a 
dx = dr, dy = rd9, 
dix = d’r—rd?, d’y = 2drd8. 


259. On introduit quelquefois, au lieu du rayon vec- 
teur r, sa valeur inverse dans l'expression du rayon de 
courbure. Soit 


on aura 
du 2 dw — ud’ u 


dr= — —; d’r = —— 
w u° 


Donc on a 


3 3 
(z m I T (: g 1 du \° 
w u de? LR w dë 


— oo P O a 
1 EN 2 du’ ud? u — 2 du’ I F dý 
w? u‘ d0? wd u? w dF 


ou enfin 


( Lich du?\ ° 
d9 


PAS À; dû 
i ie 
a dF 


(5) 


260. Exemrzes. 1° Courbes du second degré. L'équa- 
tion générale des courbes du second degré, rapportées à 
Pun des foyers et à Paxe focal, est 
P 1 + e cosé 


ou u= — 


Ka e cos P 


On aura, dans ce cas, 


du = — 2 sin Odo, d'a = — FA cos9 d0’, 
P P 


http://rcin.org.pl 


248 COURS D ANALYSE. 
et la formule (5) donnera 


s 
2 s? 2 
[£ + 22058) “sino | 
CERUSE p 3 
P (1 + e cosh)’ [° + ecosg e | 
——— | — — -cosh 
P P 


3 
bi __ (1+2ecosé + e)? 
der PR rt ecos) 


2° Spirale logarithmique : r = ae". 
On tire de cette équation : 


r H d'r mdr 
— mae =Mr, Imme i — 
? dë d9 


d9 


= mřr, 
Substituant ces valeurs dans la formule (4), on a 


a [r (1 + m) f 
zJ r'(1+ m?) 
ou bien 
p= ryi + nė. 


Soient MK la normale et OK la sous-normale du poini 
considéré. Le triangle rectangle KOM donne 


MK = VoM +OK = yr r tang OMK. 
Or, on a tang OMK = cot OMT = m, 
donc MK =r y1 + m= p. 


Ainsi l'extrémité K de la sous-normale est le centre de 
courbure. 
Pour trouver l'équation de la développée, prenons un 


Fig. 47. nouvel axe polaire OB, incliné 
\ d'un angle æ sur le premier. K 
-iyi étant lun quelconque des points 
sw | __® du lieu, soient OK =r et 
AZ si - KOB = 8 : on aura 
| ‘3 |, r'= mr = ma"! ; 
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mais f + z = ĝ + 5; donc l'équation de la développée 
sera 


s 
mé! -+m (- — z) 
r' = mae 


ou bien 


Comme x est arbitraire, déterminons cette quantité de 
telle sorte que l’on ait 


ce qui donne 


T T 
m+ m (4—7) =0, OÙ a= =- — — : 
2 2 


l'équation de la développée deviendra 


ce qui montre que la développée est une spirale loga- 
rithmique égale à la première, mais différemment placée. 


DE LA COURBURE DES COURBES PLANES. 


261. On doit considérer la courbure d’une circonfé- 
rence comme étant la même en tous ses points, et d'au- 
tant plus grande que son rayon R est plus petit, ou que 
1 
R 


I 
prendre g Pour mesure de la courbure du cercle. 


la valeur inverse = est plus grande. Il est donc naturel de 


On conçoit mieux cela si l’on considère un cercle tan- 
gent à une droite en un point, et que l’on éloigne de plus 
en plus le centre sur la perpendiculaire à cette droite en 
ce point. Le cercle mobile, dans une de ses positions, sera 
compris entre la droite fixe et le cercle précédent, et par 
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conséquent il s’approchera d'autant plus de la droite, que 
son rayon sera plus grand. 
Soient MT et M'T' deux tangentes à une circonférence 
Fig. 48. dont le rayon MK est égal à R, 
et soit HIM' = w. On aura 


1 P 
| / arcMM' = Ro, 
LA puisque langle MKM’ est égal 
/ RE à HIM’; donc 


I [2] 


s R arcMM 
Ainsi la courbure d’un cercle est égale à langle de deux 


tangentes divisé par larc compris entre les points de 
contact. 


262. Considérons maintenant une courbe quelconque 
CMM'U. C étant un point fixe pris sur cette courbe, soient 
CM=s, MM'= As; t l'angle MTx, + langle M'T'x, 
formés par les tangentes MT et M'T' avec Ox, et Az la 
différence de ces angles, c’est-à-dire l'angle HIM’. 


: Pt : A Ar f 
Si la courbe était une circonférence de cercle, 3; serait 
S 


Fig. 49. sa courbure au point M, et ce 
rapport serait indépendant de 
As. Quand la courbe est quel- 


Art : 
conque, le rapport zp Ti va- 


rie avec Âs, est appelé la cour- 
bure moyenne de l'arc MM’, et 
l'on nomme rayon de courbure 
moyenne le rayon d'un cercle dans lequel les tangentes 
menées aux extrémités d’un arc égal à As font entre elles 


As 
un angle égal à Ar. Le rayon de ce cercle est T 
Supposons mainienani que le point M' se rapproche 
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5 ER . AT 
indéfiniment du point M : le rapport g; ‘onvergera vers 
d $ F , 
F> qui sera dit la courbure de la courbe au point M. 
as 


Concevons un cercle ayant la même courbure, et soit p 
son rayon : on aura 

1 dr ds 

y my E 
Si l'on prend sur la partie intérieure de la normale une 
longueur MK = p, le cercle décrit du point K comme 
centre avec MK comme rayon sera le cercle de courbure, 
le rayon et le centre de ce cercle seront le rayon et le 
centre de courbure correspondant au point M. 

On appelle angle de contingence l'angle dz formé par 
les tangentes menées aux extrémités d'un arc infiniment 
petit. On peut donc dire que la courbure d’une courbe est 
égale à l'angle de contingence divisé par la différentielle 
de l'arc. 


IDENTITÉ DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE 
OSCULATEUR. 


263. Le cercle de courbure est le mème que le cercle 
osculateur, déterminé par la théorie des contacts; en 


effet. on a 
dy: 
ds = dx = 
s = dz V+ 
dy 
a d— 
dr = d (arctang z) = N 18 
dx dy? 
pure 
dx? 
done 
dy? dy’ 
ds Vii +3) 
=p == 
dr 4 dy 
d Te 
dx 
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ou 


ce qui montre bien que p, ou le rayon de courbure, est 
égal au rayon du cercle osculateur, et, par suite, que le 
cercle de courbure se confond avec le cercle osculateur. 


264. On peut démontrer ce théorème par la géométrie. 
Soient MK et M'G (fig. 49, p. 250) les normales en M et 
en M’ à la courbe donnée; G leur point d’intersection , 
et MK le rayon de courbure au point M. Joignons MM’; 


on a 
MG : MM’ — sin MM’G : sin G, 


42 M’ sin MM’ 
d’où MG = Ne 
sinG 
ou bien 
MM’ G arc MM’ 


= —— -— —— in MM'G. 

arc MM’ z sinG G sil à s 

À la limite, quand le point M’ vient coïncider avec M, 
la droite MM’ devient tangente : par suite langle MM'G 
devient droit, et son sinus a pour valeur l'unité. On a 
d’ailleurs 

LA 

arcMM' 


arcMM' _,. As ds 


lim 


= 1, lim 1, 


donc 

É ds 

lim MG = — = MK. 

dz 

Ainsi le centre de courbure K est l'intersection de deux 
normales infiniment voisines : donc il se confond avec 
le centre du cercle osculateur ; et par suite le rayon de 
courbure (262) est aussi le rayon du cercle osculateur. 


http://rcin.org.pl 


VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 253 

265. Nous avons démontré l'identité du rayon de 
courbure et du rayon du cercle osculateur, en déduisant 
la valeur de ce dernier de celle du rayon de courbure : 
nous pouvons parvenir au même résultat en suivant une 
marche inverse, c’est-à-dire en déduisant la valeur du 
rayon de courbure de celle du rayon du cercle osculateur. 
En effet, le rayon du cercle osculateur au point M est 


dy?\ ? d 
L Eu d A 
r dztj>. dy’, dx 
P= d'y = dx ESR F>% dy? 
— 1 =H — 
dx’ . dx? 
Or, 
dy’ = 
dx 1+ 7 = Vds + dy — 0, 
12 
P pA 
dx dy 
J =d (are tang Z) = dr. 
Ta 
Donc 
_ ds 
IER 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNÉES 
POLAIRES. 


266. Pour obtenir l'expression du rayon de courbure 
en coordonnées polaires, nous partirons de la formule 


l. à à . 
p= P Soit p l'angle que la tangente au point M fait 


avec le rayon vecteur : on aura 


Fig. 50. AE: 
er Sa D tangu = dr? 
À mais 
LR” + u = +r— 0, 
k Donc 
1 dr 
(1) cot (+ = 7%: 
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on en déduit 


dý — dr l ı dr dz + à dfi dr 
-r — Al —.— = $ vi im M 
sin’(r— 9) r db) dà Re (: 9) HE n) 


Mais l'équation (1} donne 


I 
?(t— 0) = - 
LA ) : 1 dr\? 
(G d9 
Donc 
(: A d (: T) 
(2) drd r dû 2.8 r d 
d9 t dr \* 
t + | <. — 
fe d9 


D'ailleurs nous avons 
ds= Var p rdr =r yi + do 
7 
ou bien 
ds 1 dr \? g 
K AE A 


Donc, en divisant léquation (3) par Péquation (2), on 
aura 


ds do 
PEET? dr? dr 
Dee À 
añ ae 


formule déjà trouvée (n° 258). 
267. Appliquons ce résultat à la spirale logarithmique 
r= ad"0, 


Soient MO =r et MOL = 6 les coordonnées polaires du 
point M. On a © 


lr° 
ds = \dr'+ r40? = d9 P+ To 
V í 
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dr 
ou bien, à cause de =" 
ds = rd 0 yı +m’. 


Maintenant on a, en posant 
langle OMT = y, 


t= 0+ p. 


Or, dans la spirale logarith- 
mique, a étant constant, puis- 


que tang p = > on a dr = d6. 


Par suite 
ds —— 
p= rV tm, 
comme on l’a déjà trouvé (n° 260, 2°). à 


EXERCICES. 


Rayons de courbure des courbes suivantes : 


1. Say- Sa p= Bapur, 

; 7255) PT 2e 

3. r—a(2c0s0 +1), p= sebae. 
4. r?° =a’ 0824, p= £ 
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EEE EEE 


VINGT-TROISIÈME LEÇON. 
DES COURBES A DOUBLE COURBURE. 


Équations de la tangente. — Angles de la tangente avec les axes de coor- 
données. — Plan normal. — Différentielle d'un are de courbe. — Limite 
du rapport d’un arc à sa corde, 


ÉQUATIONS DE LA TANGENTE. 


268. On appelle courbes à double courbure celles dont 
tous les points ne sont pas dans un même plan. 

Une courbe à double courbure est représentée, comme 
on sait, par deux équations 


(1) f(z, y, z)=0, 

(2) (7, y, 2)=0, 

qui appartiennent à deux surfaces dont cette courbe est 
l'intersection. 

On choisit ordinairement pour surfaces auxiliaires des 
cylindres parallèles aux axes, et alors la courbe est re- 
présentée par deux équations dont chacune ne renferme 
que deux variables. 


269. Pour obtenir les équations de la tangente menée à 


Fig. 52. une courbe par un point M, nous 
* OP chercherons d’abord les équa- 
G 2 f tions d’une sécante MM’. Soient 


| | X, Y, Z, les coordonnées du 


or point M, et x+ Ax, y+Ay, 


[+ z + Az, celles du point M’. Les 
/ Z équations de la sécante MM’ sont 
P . 


X, Y, Z étant les coordonnées courantes. 
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Or, si le point M’ se rapproche indéfiniment du point 
M, la sécante MM’ devient à la limite tangente à la courbe 


A = é ây Az 
au point M, les coefficients angulaires iE tendent 


dz + à 
vers de Æ, et l'on a les équations de la tangente, 
dx dx 


dy dz 
(a) Y—y=TiX-r), 2—2= TX —x), 


„idy ! d3 ARS 
où — et — sont les dérivées de y et de z par rapport 
dæi de 
à x; en les divisant membre à membre, on a l'équation 


de la projection de la tangente sur le plan yz, 
pe (22 0), 


La forme de ces équations montre que la projection de 
la tangente sur chaque plan coordonné est tangente 
à la projection de la courbe sur ce plan, ce qui résulte 
d’ailleurs de ce qu'au moment où le point M’ se réunit 
au point M, le point P’ se réunit au point P. 


dz 
270. Les coefficients ditenn A A ' obtiennent 


par la différentiation des équations (1) et (2), qui donne 


df TI df dz 
dahi ade S 
do Z dy dy dz 
| Ur dd le 


(2) 


a ; < dy 
En tirant de ces deux équations les valeurs de Z etde 
ax 


dz 
dæ 
les équations de la tangente. Mais il revient au même 


I. 2e édition: 17 


> et les substituant dans les équations (a), on aurait 
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ie Lo dy dg 3 R 
d'éliminer — et — entre les quatre équations (x) et la). 
dx dx 
Or, de (a) on tire 


dr. TE RQ 6 t 


de EES erk CEN 


Substituant ces valeurs dans les équations (x), on a 
enfin 


df f df 
LA —-+) +2 (Y 7) + zZ 7) =0, 

(4) |d F 
a AEA) Prie atA na i aa i 


On obtient donc les équations de la tangente en rempla- 
çant, dans les équations différentielles, 


df df fs 
DEEE dyt g ET» 
l d 

T? de + dy ps + di—0, 


dx dz 


les différentielles dx, dy et dz par les différences X — x, 
Y— y, Z— 2. 


ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES. 


271. Supposons maintenant que les axes soient rectan- 
gulaires, et nommons g, 6 et y les angles formés par la 
tangente avec les trois axes coordonnés Ox, Oy et Oz. 

Dans le trapèze MPP’ M’, dont les côtés parallèles sont 
MP = ze M'P'= z + Az, menons MH parallèle à PP’. 
Soit y’ l'angle MM'H, c’est-à-dire l'angle que la sécante 
MM’ fait avec l'axe Oz. Le triangle rectangle MM'H 
donne 

EU 4 TU Az Az 
OU MNT EE 
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Si cest la variable indépendante, on peut écrire 


Or, quand M’ vient se confondre avec le point M, la 
sécante devient tangente, y’ devient y, et l’on a 


$ dz 
dt 
cos y = 
dx pa dz? 
de dr: 
ou bien 
dz 
cosy = 


w Idx? + dy? + da 
Si dz est > 0, c'est-à-dire si z croît avec la variable 


. , Fr . . 
indépendante t, on a cosy >o et ISa si, au contraire, 


dz est <0, on a cosy <o et 7>: 


On trouve de même cos x et cos Ê, de sorte que les 
trois angles cherchés sont donnés par les formules 


dx 
NE e A 
ydr? + dy? + dz? 
d 
(e) cos 6 = ——— : 136 , 
Var? + dy? + dz 
dz 
cosy = 


Var? + dy? + dz’ 


Si larc infiniment petit MM’ est désigné par ds, on 
aura, comme nous le verrons bientôt (n° 275), 


hé. ds = yd + dy’ + da, 
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et les formules précédentes deviendront 


dr f dy dz 
(d) tose cose ma n= 


PLAN NORMAL. 


272. Le plan normal à la courbe CM est le plan per- 
pendiculaire à la tangente MT, mené par le point M. En 
nommant X, Y, Z les coordonnées courantes , l'équation 
de ce plan sera de la forme 


A(X — z) +B(Y—y)+C(Z—z:)=0. 


Les équations de la tangente MT étant 
AF; i _ da 
rirse Aaah ERREUR 4) 


pour que le plan soit perpendiculaire à cette droite, il 
faut que l'on ait 
dy  C dz 


B 
A d? À dx 


ce qui donne pour l'équation du plan normal 
(e) (X— zx) dr + (Y— y) dy + (Z—z)dz =0. 


273. Voici un autre moyen d'obtenir cette équation. 
Soit N un point quelconque de ce plan ; appelons X, 
Y, Z ses coordonnées, et a’, 8’, y’, les angles que fait MN 
Fig. 53. avec les axes Ox, Oy, Oz.On a 


i 1 X—7 
Fa = cosa’ = š 
BA MN 


o or Ai 
“ar” AQU, 
Y x Ent — dé 


Si 2, Ê, 7 sont les angles que fait la tangente MT avec 
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les axes, on a [formules (4)] 
dz 


m E. mi = 
a= TR) cosp— zp? cos] = 7 


Or, cos TMN = cosa cosa’ + cos 8 cosb’ + cosy cosy’. 


D'un autre côté, on doit avoir cos TMN = o, puisque 
langle TMN est droit; l'équation du plan normal est 
done : 
X—x de Y— yr dy Z—z dz 

NN E E ON &@ e 


ou (X— z)dr + (Y —y)dy + (Z— z)dz = 0. 


DIFFÉRENTIELLE DE L ARC D'UNE COURBE À DOUBLE 
COURBURE. 


274. Prenons, d’une manière arbitraire et en nombre 


quelconque, des points E, F,..., M, M’, etc., sur l'arc de 
Fig. 54. 


courbe CMD et considérons 
le polygone gauche CEF... 
MM'’...D, inscrit dans l'arc 
CMD. Je dis que le péri- 
mètre de ce polygone tend 
vers une limite déterminée 
quand ses sommets se rap- 
prochent tous indéfiniment 
les uns des autres, en même temps que leur nombre aug- 
mente jusqu'à l'infini; après l'avoir démontré, nous 
conviendrons de prendre cette limite pour la longueur 
de l'arc CD. 

Soient done x, y, z les coordonnées de l'un quel- 
conque des sommets M, et x+ Ar, y+ Åy, z+ âz 
celles du sommet suivant M’; on a 


Ary? + 
NM'=Var Fit Se re À 
MM’ = Var + Ay? t AS Sr yy 1+ (3) à: r3 
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Donc, si nous désignons par P le périmètre du polygone, 
on a 


sà PIRS P Ay åz dy 
Si Ax décroit ua or Ar T) zA 
jusq e E endent vers Te 


et ax et l’on peut écrir 
FA P e 


VEE -vV EE) 


æ étant une fonction qui s’annule avec Ax. De là résulte 


UMR 


Mais, d'après un principe démontré (n° 16), on a 


lim Ÿ (ax) —0, 
lim P = lim Ņ) [az y+ (2) + (ET 


Supposons maintenant que x soit la variable indépen- 


dante; lom a t wN er ouvant 
ante; alors > zp € 1+ Aa T)? P 


ètre regardés comme des fonctions de x, considérons, 
dans un système de coordonnées rectangulaires, la 


courbe ef qui a pour équation 


r= (2) + (à) ja 


Soient Og = a, O h = b ; on aura, en supposant que x 


donc 
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varie depuis a jusqu’à b, 


A (+ (ze 


it 2 Or Y(YA>) a pour limite l'aire 
efgh : donc la limite de P et 
Paire efgh sont exprimées par le 
même nombre. C’est ce nombre 
qui représente la longueur de 
l'arc CD. 


275. Soit maintenant arcCM=s. Si Oq =x, on 
aura numériquement 


arc CM = aire emgg, 
par conséquent 


AA 2 LAN 
ds = d (aire emgg)= de j 1+ (Z) + (à) > 


7 


ou 


ds = ydr’ + dy? + dë. 


LIMITE DU RAPPORT D'UN ARC À SA CORDE. 


276. On conclut facilement de là, comme nous l'avons 
déjà démontré pour les courbes planes , que la limite du 
rapport d'un arc à sa corde est l'unité. En effet, soit 
l'arc MM’ = As, on a 

As 
arc MM’ As Az 


MT Re Ar ARL Fate 5 
etant a/is (2) (5) 


Az Az 


Mais le numérateur et le dénominateur du dernier membre 


es dy \° dz \? 
ont pour limite commune 1+ (z -+ | — : donc 
dx dx 


arc MM" 


lim — m = f; 
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VINGT-QUATRIÈME LEÇON. 


DES SURFACES COURBES ET DES LIGNES A DOUBLE 
COURBURE. 
Équation du plan tangent. — Équations de la normale. — Degré de l'équa- 
tion du plan tangent. — Problèmes relatifs aux plans tangents. — Plan 


osculateur, — Angles du plan osculateur avec les plans coordonnés. — 
Normale principale, 


ÉQUATION DU PLAN TANGENT. 


277. Soit M (x, y, z) un point quelconque d’une sur- 
face représentée par l’équation 
(1) Jz, J, z) = 0: 
on peut, par ce point, imaginer une infinité de courbes 
tracées sur la surface. Toutes les tangentes à ces courbes 


menées par le point M sont contenues dans un mème plan, 
que nous appellerons le plan tangent de la surface au 


point M. 
` En effet, soit 
(2) (z; 7, 2) =0 
« l'équation d’une nouvelle surface passant par le point M. 
Fig. 56. L'intersection des surfaces (1) et 


- \N a A (2) est une courbe CMD, située 
MT sur la surface (1) et dont la tan- 


y 4 gente MT au point M est, d'a- 
\w près ce que nous avons vu dans 
? z la leçon précédente, représentée 
/ ip par le système des deux équa- 
/ tions 
0) La-a+ o-r a-o, 


dy EE. CE ~ 
(4) ENE E] Toe z)=0. 
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Or l'équation (3), considérée isolément, représente 
un plan qui passe toujours par la tangente MT, quelle 
que soit cette tangente , puisque l'équation de ce plan ne 
dépend nullement de la fonction ?. Donc toutes les tan- 
gentes menées à la surface, par le point M, sont conte- 
nues dans le plan (3), qui est le plan tangent à la sur- 
face au point M. 


ÉQUATIONS DE LA NORMALE. 


278. On appelle normale à la surface en M la perpen- 
diculaire menée par ce point au plan tangent. Cette droite, 
passant par le point M (x, y, z), aura deux équations de 
la forme 

X — z =a (Z — 2), 


Y —y=b(Z—2). 


Pour déterminer a et b, remarquons que cette droite 
est perpendiculaire au plan tangent dont l'équation est 


(a) aat Lay) + Lao, 


ce qui exige que l’on ait 


aT:Y, 2-2: 


dz'dz? dy d: 


De là il suit que les équations de la normale sont 


{ d 

ÉCSNEPATENT 
n EC Yz z 

=a) F “À sb )> 


équations que l’on peut mettre sous la forme 


Sat ref: as: 
fu. de 
dr dy dz 


(e) 
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279. On peut donner à l'équation du plan tangent et 

à celles de la normale une autre forme. En regardant z 
comme une fonction de x et de y, appelons p et q les dé- 
rivées partielles de z par rapport à x et à y, c’est-à-dire 
posons 

dz dz 

> on Ps F =y. 


En différentiant l'équation 


fiz, 2)=0 
successivement par rapport à x, puis par rapport à y, on 
aura 

df df df df 

— d. — dz = — dy => — 0: 

2e Rae 0, mirror 0; 


d'où l’on tire 


Alors l'équation du plan tangent (a) pourra se mettre 
sous la forme 


p(X—z)+q(Y—y)—(Z—:)=0, 
ou encore 


(d) Z—z=p(X—z)+q4(Y— 7), 


et les équations (b), qui représentent la normale, devien- 
dront par la substitution 


(e) 


280. Si l’on nomme z, ĝ, y les angles que la normale 
fait avec les axes, on aura 


» y I 
es EE AA cos 8 = PR CURE PA cos y = 


VP +4 +1 VP + +1 Ve + gr 
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DEGRÉ DE L'ÉQUATION DU PLAN TANGENT, PAR RAPPORT 
AUX COORDONNÉES DU POINT DE CONTACT. 


281. L'équation du plan tangent peut se mettre sous la 
forme 


ES RTE RE EC] 


“Pa AU EL ? Sal PH 
Si l'équation de la surface est algébrique et du degré m, 


La, i 


les dérivées 2e di z sont des fonctions algébriques du 


degré m—1. Le CT membre sera donc une fonc- 
tion du degré m — 1 des coordonnées du point de con- 
tact. Quant au second membre, il semble être du degré 
m par rapport à ces coordonnées ; mais on peut le réduire 
au degré m — 1, en tenant compte de l’équation de la 
sarface. 

En ellet, soit 


F2, Js5)=u+utut+..., 


u représentant la somme des termes du degré m, u, celle 
des termes du degré zn — 1, us celle des termes du degré 
m— 2, et ainsi de suite : on a 


df _ du din i dk 
dx dr dx 2 E 


de : du, + 
dz dz H dz e ed 


Si l'on multiplie ces équations respectivement par x, y 
et z, et qu’on ajoute les résultats, on aura 


df df df_ {| du du 2) 
2 Ti tes Le DAT PL 


dz 
{ du, du, du, du, du, du, 
= (x Et) + + z + 
dx dy dz 


PS ETIA E T 
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ou, d’après une propriété des fonctions homogènes 


(n° 178), 


l ; 
er Z = mu + (m—1)u(m—a) BE 


= m (u + u, + u + ...)— u, — 2 i, — 3 u, — 
Mais le point (x, y, z) étant sur la surface, on a 


u Aitita + ire = 03; 
donc l'équation précédente devient 


d; 
A ee LARS 


+z = — U, — 2u, — 3 u, — 


Il en résulte que l'équation du plan tangent se réduit à 


fx Ty. Ÿ 


dx dy y TE 


Artutou+3iu+.. 0: 
équation qui est du degré m — 1 par rapport aux coor- 
données du point de contact. 


PROBLÈMES RELATIFS AU PLAN TANGENT. 


282. Mener par un point (a, b, c) un plan tangent 
à une surface. On aura, pour déterminer les coordonnées 
X£, Y, Z du point de contact, les deux équations 


(1) JE ME 0) 


(2) aL +6 + ru taut...=0 
dx dy 

Comme on a trois inconnues, le problème est indéter- 
miné, ce qu'il était facile de prévoir. L'ensemble des 
équations (1) et (2) représente le lieu des points de 
contact. Les droites qui joignent le point (a, b, c) aux 
différents points de contact forment un cône circonscrit à 
la surface, dont on obtiendra l'équation en éliminant x, 
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y, z entre les équations (1), (2) et les suivantes : 


X—a _Y—b Z—0c 


(3) 


= , 
z—a y—b z—c 


qui représentent lune quelconque des génératrices. 

Si la surface proposée est du deuxième degré, la courbe 
de contact sera plane, car l'équation (2), qui est satis- 
faite par les coordonnées des points de contact, est alors 
du premier degré, et représente un plan. 


283. Mener un plan tangent à une surface et paral- 
lèle à une droite donnée. Soient 


AA, M 0 


les équations de la droite donnée : il faat que le plan tan- 
gent transporté à l’origine, et dont l’équation est alors 

d d) d 

A X + i Y + d7 = 05 

dx dy dz 


contienne la droite, ce qui entraine la relation 


d d d 
(4) 2 a+ Z b a 

Cette équation représente une surface qui passe par tous 
les points de contact, et avec léquation (1) elle constitue 
la courbe de contact du cylindre circonscrit dont les gé- 
nératrices sont parallèles à la droite donnée. 

Si l'équation (1) est algébrique et du m°"° degré, l'é- 
quation (4) sera du (m—1)*"*" degré. Donc la courbe de 
contact d’un cylindre circonscrit à une surface du second 
degré est plane. 

On aura l'équation du cylindre circonscrit en élimi- 
nant x, y, z entre les équations (1), (4) et les suivantes : 


X—z—a(Z—z), Y—y=b(Z—:2), 


qui représentent une droite parallèle à la direction don- 
née el passant par un point de la courbe de contact. 
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PLAN OSCULATEUR. 


284. Soit CML une courbe quelconque dans l’espace. 
Soient M et M’ deux points assez rapprochés sur cette 
courbe. La tangente MT à la courbe au point M et le 
point M’ déterminent un plan. On appelle plan osculateur 
la limite du plan MTM’, quand le point M! vient se con- 
fondre avec le point M. 

On peut encore dire que le plan osculateur au point M 

Fig. 57. est le plan qui passe par le point 

1 1 + Met par les deux points m et 

| n) <i M’ voisins du point M sur la 

ç courbe, quand ces deux derniers 

0 — points viennent se confondre 

sf avec M.Cette définition s'accorde 

y avec Ja première, puisque la 

la ligne Mm tend à devenir tangente au point M lorsque 
les trois points se rapprochent. 


285. Le plan osculateur de la courbe au point M, dont 
les coordonnées sont x, y, z, devant passer par ce point, 
aura une équation de la forme 


(1) A(X—z)+B(Y—y)+C(Z—z)=0. 


D'ailleurs les équations de la tangente sont 
d. 
(2) Y—y= =—(X—rz), Z—:= 7% (X— z). 


Comme cette droite doit être tout entière dans le plan 
osculateur, on doit avoir, quel que soit X ou (X — x), 


dy dz d 
A(X — z) +B TX —z)+CT(X—zx)=0 
ou bien 
(3) Adx + Bdy +Cdz =0. 


Soient maintenant x + Ax, y+ Ay, z+ Az les 
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coordonnées du point M’ : en substituant ces coordon- 
nées dans l’équation (1) à la place de X, Y, Z, on aura 


(4) Aar + BAy+CAz—o. 
Or on peut considérer x, y, z comme des fonctions 


d’une certaine variable indépendante t, et si æ, 6, y dési- 
gnent des quantités qui s'évanouissent avec A/, on ara 


F aie Ar AERAN 
z= ât — ereb Es 
dt p 1.2 | de a 
dy ae [dy 
Ay = ât — — | —— 6 
4 g (+e) 
À Eu Ar CNA 
h e Aa NOR A 


Par suite l'équation (4) devient 


ou bien, à cause de l'équation (3), et en divisant les deux 
1 
membres par z% 


d’ d? 
a (E ta) +8 (46) + j= 
dr de 


A la limite, æ, 6, y s'évanouissent, et alors, en multi- 
pliant les deux membres par dt*, on a 


(5) Ad°x + Bd'y +Cd':=0, 
équation qui, jointe à l'équation (3), servita à déterminer 


les rapports à ; ai Éliminant B entre ces deux équations, 
C C i 
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il vient 
A(dxd?y — dyd’ x) + C(dz:d'y — dyd =) = 0, 
d'où l’on tire 
A VE dyd?z — dzd?y 
C  drd'y—dyd'z 
Onura de mème > 
B dzd?z— drd?z 
C` drd'y — dyd'z 


L’un des coefficients A, B, C étant arbitraire, je prendrai 
C = dzd’y — dyd’z, 
d’où 
A = dyd?z— dzd?y, +B = dzd?x — drd?z, 
et l’on aura enfin, pour équation du plan osculateur, 
(dyd?z — dzd?y) (X — x) 
+ (dzd?x — dxd?z)(Y — y) 


RE 
| + (dxd?y — dyd’ x) (Z — z) = 0. 


Voici un moyen mnémonique pour retrouver cette 
équation; on écrit les fractions 


dr dy dz dx 
d'z dy dr Cx 
et l'on retranche chacune de ces fractions de la précé- 


dente : les numérateurs de ces diflérences sont respec- 


tivement les coefficients de Z — z, X— x, Y —y. 
t 


ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS COORDONNÉS. 


286. Soient À, p et y les angles que fait avec les axes 
Ox, Oy, Oz, une perpendiculaire MP au plan oscula- 
teur, angles respectivement égaux à ceux que ce dernier 
plan forme avec les plans yz, xz etxæy. On a 


(2) cos) = =, RAA cosy = —» 
D D D 
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en posant 
. D? — A’ + B: + C:, 
c’est-à-dire 
(m) | D?—(dyd°2— dzd?y ) + (dzd?x — dxd'3) ` 
m 
+ (dxd? y —dyd'x}). 


287. La valeur de D’ peut être mise sous d’autres fort 
mes : posons, pour abréger, 


dr = a, dy = 6, dz= cĉ, 
dx—=a; d'y=b, dz2—0c; à 
on aura 
D? = (be — cb} + (ca! — ac!) + (ab! — ba'},, 
ou * , 

D? = (a + b e) (a” + b c?)— (aa + bb! + cc). 
Or, en appelant ds la différentielle de l'arc qui aboutit au 
point M, on a y 
ds? = dx? + d+ d’ = à Hb + e, 
ce qui donne, en différentiant par rapport à la variable 
indépendante ż, et divisant par 2, 

dsd?s = dxd?x + dyd’ y + d:d°2 = aa! + bb! + cc; 
il vient donc 
D'— de [(d'2) + (dy } + (d'z) —(d°s}], 
ou enfin 
(n) D= ds Y(d°x} + (d y} +(d?2) — (ds). 


On peut encore écrire à 


D —V{dsdx — dzd* s} + \dsd'y—dyd's} + (dsd?2— dzd? s}, 


ce qu’on vérifie en développant, ou bien 


daN © 22 N EN 
aiea E E Ca, 


I. 2° édition. 18 
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Dans toutes ces expressions la variable indépendante est 
quelconque. 


NORMALE PRINCIPALE. 


288. On appelle normale principale celle qui est si- 
tuée dans le plan osculateur. 

Cette droite doit être perpendiculaire à la tangente MT 
et à la normale MP. Or de l'identité 


dzx\? dy \? dz 
L2 
(T) (2) + (2) =» 
on déduit 
dx dr dy dz dz 


—d— = 0, 
(9) 1 + FAT Praz > 


D'autre part, l'équation 
Ad?x + Bd'y +Cd’z =o 
peut s'écrire ainsi : 


Lx 
(2) AdTE + +B4Ÿ + GT o 


Les équations (1) et (2) montrent que la droite qui fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportion- 
nels à 

d dz 
aZ 


d—) L ds 


ds ds” ds 
est perpendiculaire à la tangente MT et à la normale MP. 
C’est donc la droite cherchée. U 


Il résulte de là que les équations de la normale princi- 
pale sont 


(3) 


1 dx l dy dz 
d — 4 — 
ds “as ds 
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EXERCICES. 


4. Une courbe tracée sur la surface d’un cône droit a pour pro- 
jection orthogonale, sur un plan perpendiculaire à Vaxe du cône, 


une spirale logarithmique, r = e” 0, dont ce sommet est le pôle. On 
demande les équations de la tangente à cette courbe et Péquation 
de son plan normal en un point donné. Prouver que cette courbe 
coupe toutes les arêtes du cône sous un angle constant. 


Sozurion. — L'angle du cône étant x, la tangente à la courbe fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont 


mcosÿ—sin0  msin9+cos4 m cota 


m COST SERT TASER 2 OUSOPE à 
ji Fe ue 
sin? sin? a sin? g 


La tangente fait avec l’arête du cône un angle dont la cotangente 


m ’ . 
est cna L'équation du plan normal est 


(X—zxz)(mr—-7)+(Y—-r)(ny+z)+(Z—z)mz= o0. 


2. Une courbe est donnée par deux relations entre la distance r 
d’un quelconque de ses points M à un point fixe O, langle 9 que 
le rayon vecteur OM fait avec une droite fixe Ox, et l’angle ọ que 
le plan MOx fait avec un plan fixe xOy : trouver la différentielle 
de son arc en fonction des quantités r, 0 et + et de leurs différen- 
tielles. 


SoLurion. ds = dr +r dP +r'sin dy. 
3. Trouver Péquation du lieu des normales à la surface 
ay = x (b z) 
menées par tous les points de la droite 
z=k, ay=xyh EF, 
qui est tout entière sur la surface. 
SoLurTion. — Le paraboloide hyperbolique 
ak (ax + yy — F) (x yF =F — ay) 
+(e b PPYB—F (2-4) = 0. 


18. 
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 
COURBURE DES LIGNES DANS L'ESPACE. — HÉLICE. 


Courbure des lignes dans l'espace. — Cercle osculateur. — Rayon de tor- 
sion ou de seconde courbure. — Équation de l’hélice. — Tangente. — 
Rayon et centre de courbure. — Lieu des centres de courbure. — Plan 
osculateur et angle de torsion. 


COURBURE DES LIGNES DANS L ESPACE. 


289. On nomme angle de contingence, dans une courbe 

Fig. 58. gauche, comme dans une 
courbe plane, langle w 
que font entre elles les deux 
tangentes menées aux extré- 
mités d'un arc MM’ = As, 
qui devient infiniment petit, 
et courbure au point M, la 


limite vers laquelle tend le rapport 5 quand As dimi- 


nue indéfiniment. Cette limite est représentée par 2 


5 ds ; 
L'inverse de la courbure, ou —, est dit le rayon de cour- 
o 
bure au point M. Nous le désignerons par p. 


290. Pour évaluer w, menons par le point O les droites 
ON et ON’ égales à l'unité de longueur et respectivement 
parallèles aux tangentes MT et MT’, Soient 

F dx i dy dz 

= ) = — C= — 

ds”? ds” ds 
les cosinus des angles que MT ou ON fait avec les axes 
ou, ce qui revient au même, les coordonnées du point N; 
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soient a’, b', c' les coordonnées du point N’. L’angle NON’ 
sera égal w, et l’on aura 


NN'= 20N since = (a — a} + (b — 0} + (e — c}, 
ou, puisque ON = 1, 
2sinż o = ÿAa! + Ab? + Ac. 


En passant à la limite et remplaçant le sinus de l'angle 


I . 
3% par cet angle lui-même, on aura 


o = ÿ da? + db? + de, 
d’où 
I dE aA dw db de 


ar mt ds ai 


on aura donc, en remplaçant a, b, c par leurs valeurs, 


quelle que soit la variable indépendante. 


291. A cause de la orara (p) du n° 287, on peut 
écrire 


En prenant deux des formes que l’on a trouvées pour D 
à l’endroit cité, on a encore 
ds? 
ds’ 


p= 


p= 


292. La normale principale MNefait avec les axes des 
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angles Z, m, n dont les cosinus sont proportionnels à 


dx dy dz 

LE 12 d 

So. O 

“ds ds ds ? 

on en conclut 

dr dy dz 
1 aZ d— 
l ds pN ds ds 
= a —— =D ———— 
Eos Pas ? A AES T ds 


Or les équations de la normale MN sont 
X—z—=Reos!, Y— y= Rcosm, Z—z=Rcosn, 


R étant la distance du point M à un point quelconque 
(X, Y, Z) de cette normale. On pourra donc, en rempla- 
çant cosl, cosm, cosn par les valeurs que nous venons 
de trouver, mettre ces équations sous la forme suivante : 


a% 2 aÈ 
as us s «as 
(a) CPE ai à : ds È Late ARR ds 


CERCLE OSCULATEUR. 


293. Si, par le milieu de la corde MM, on mène un 
Fig. 59. plan perpendiculaire à cette 
corde et qui coupe la normale 
principale MN au point G, ce 
point sera le centre d’un cercle 
passant par les deux points M 
etM’.Si le point M’ se rapproche 
y du point M, le plan NMM’ ten- 
dra à se confondre avec le plan osculateur TMN, et le 
cercle deviendra à la limite ce qu'on nomme le cercle 
osculateur à la courbe au point M. 
Le rayon du cercle osculateur au point M est égal au 
rayon de courbure on ce point. 
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En effet, l'équation du plan perpendiculaire mené à 
la corde MM’ par son milieu est 


; 1 I 
Ax (x-s—{as) + (ï-r—;) 
+ Az (z-:-1us) =10; 
2 


ou 


(X— ajae + (Y—y)ay+ (2—4) sz =+ (sa +ay+as). 


Si l’on élimine X— x, Y— y, Z— z entre cette équa- 
tion et celles de la normale (a), on aura 


PP A —- 
d: d. 
Ro ~ arty AY + jiz =} (az + Ay’ + A2); 


mais si l’on regarde x, y et z comme des fonctions de s, 
on a 


dx \ 
Ti 
Pics dx As? CTS 
r N a 7” 
dy 
AU 2.74 dy Aas fi e 
PV EU 0 
dz 
dz &s? ds 
Az=ds— — 
OR TEL ES ST 


æ, 6, y étant des quantités qui s’évanouissent avec As. 

Substituant ces valeurs dans l'équation précédente, et 
supprimant les termes qui contiennent As en facteur, 
termes dont la somme est nulle, on aura 


? - 3 
a | > 47 a Art Araz 
ds Ay? 
E S MERE ET, 


HS E PR kp 
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ct en passant à la limite, 


pX $x limR = : 
ou 
limR = p. 


Ainsi le rayon du cercle osculateur au point M est 
égal au rayon de courbure en ce point. C’est pourquoi 
le point K, limite du point G, sera dit indifféremment le 
centre de courbure ou le centre du cercle osculateur. 


294. On prouve d’une manière semblable que l'inter- 
section de la normale principale MN avec le plan normal 
à la courbe passant par le point M est encore, à la limite, 
le point K ou le centre de courbure. 

En effet, l'équation de ce plan normal est 

(+ a) (X—z— 4) + (+32) (Y—y— åy) 


dz dz\ <; 
+ (+3%) (Z —z — 42z)= 0. 


En remplaçant X—zx, Y—y, Z—z par leurs valeurs 
tirées des équations (a) de la normale principale, 


at d ač 
= ds ds 
(a) X—z—Rp —, Toy Enpe? Zip) 


on aura 


dx a2 aZ 
R ds de tdg ds [dy aY ds [dz 4% 
La Ve alta \a a e a NT ra 


ms 4 y DRASS R UNE TON A Qu 2 
A 2 Ta e CE MIRE PRE" 


Cette équation se simplifie beaucoup au moyen des rc- 
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marques suivantes. D'abord on a 
dx dx _ dy s dz dz 
dý = 
ds d ds die H ds ds 


9; 


el il reste, en divisant par As, 


dx dx dy dy dz dz 

fee ‘ae ‘aa 

P ds As ds As Si ds As 
x dx . áy dy Az dz. Azx dx ay, Az dz 
as ds ‘As ds‘ asds ts ds | hs ST + d 


Si l’on observe que 


ARE : EAS 
la limite du premier membre sera -lim R. 


P 
D'ailleurs la limite du second membre est 


dzx\? dy \? dz\° nka 
ds p ds F ds à 
On aura donc 


lim =r où limR=—p, 


ce qu'il fallait prouver. 


295. D’après cela, on peut regarder le centre de cour- 
bure au point M comme étant l'intersection du plan oscu- 
lateur en M avec deux plans normaux, l’un mené par le 
point M et l’autre par un point infiniment voisin. 

Pour obtenir les coordonnées £, n et ¢ du centre de 
courbure K, il faudra, dans les équations de la normale 


as 
Xea? Y—y =Rp——) Z—2:—=Rp A , 
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remplacer X, Y, Z par £, n, ¢. En observant que R de- 


vient alors égal à p, on aura 


dx dy dz 

1— s's DIS 

4 iaa , ds -n ds 4 = di ds 
z= F , n yY =p T , —2=Pp ET 


équations qui donneront ¢ , » et ¢ en fonction des coor- 
données du point M. 


ANGLE DE TORSION. — RAYON DE SECONDE COURBURE. 


296. Soient a, b, c les cosinus des angles que fait avec 
les axes la perpendiculaire au plan osculateur en M. Si 
l’on appelle ® l'angle de ce plan et du plan osculateur 
voisin , on aura, comme au n° 290, 


AS — ———— 
2sin z t= TESNA + Ac°. 


Si l’on passe à la limite, et qu’on appelle + ce que de- 
vient È, c’est-à-dire l'angle de deux plans osculateurs in- 
finiment voisins, on a 


ọ = yda + db? + de? 
ou 
q = Videos} + (d cosp)? + (dcos»}, 
À, u et y étant les angles que fait avec les axes Ox, Oy 


et Oz la perpendiculaire au plan osculateur de la courbe 
relatif au point M. On a d’ailleurs 


dyd°z — dzd? 
cos) = PE. 
dzd? x—dxd’z 
CR l 
D 
CPV 1 
EE drd’'y = dyd z 


297. angle infiniment petit o, formé par deux plans 
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osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et 
l'on appelle seconde courbure ou torsion le rapport de 
pà ds. Si l'on prend ds constant, cette courbure sera 
proportionnelle à l'angle 9. 

Par analogie avec ce que l’on a fait pour la première 


2 ï 
courbure, on représente le rapport + par =» de sorte que 


d. , 3 
r = ©, et lon appelle r le rayon de la deuxième cour- 
? 


bure ou rayon de torsion. 


DÉFINITION ET ÉQUATIONS DE L'HÉLICE. 


Fig. Go. 298. Lorsqu'on enroule le 
plan d’un angle cab= a sur 
un cylindre droit OABL, 
à base circulaire, de ma- 
nière que le côté ab vienne 
s'appliquer exactement sur 
la circonférence AB, la 
courbesuivant laquelle s’en- 
roule le côté ac se nomme 


une hélice. 


299. Prenons pour axe des x la droite OA qui passe 
par le point A, origine de l'hélice; pour axe des y une 
perpendiculaire à Ox menée dans le plan de la base par 
le centre, et enfin pour axe des z l’axe du cylindre. 

Soient x = Og, y = Pq, z — MP les coordonnées du 
point M. Nommons m la tangente de l'angle g, u l'angle 
AOP et R le rayon du cylindre. Nous aurons 


(a) æ=Reosu, y—=Rsinu, 2—mRu, 
car z = mp = pa tanga = arc AP X tanga = mR u. 


L'éliminati AEA 
-élimination de ” entre les équations (a) donnera 
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les équations de l’hélice : 


z P zZ 
net © y =Rsin=; 


mais il vaut mieux conserver les trois équations (a) avec 
la variable auxiliaire u. 


TANGENTE À L'HÉLICE. 
300. Les cosinus des angles que la tangente MT au 


3 dz dy dz 
point M (x,y, z) forme avec les axes sont LES 
Mais 


dx = —Rsinudu, dy —Reosudu, dz—mRdu, 


ds = R y 1 + mdu; 


on a donc 


dx  — sinu dy cosu dz m 


i NÉ E res 
m 

yr + nè 

gente MT fait avec les génératrices un 'angle constant 

égal au complément de x, et, par suite, que l'angle 

qu’elle fait avec le plan de la base du cylindre est aussi 

constant et égal à L'angle a. 


dz £ 
La formule = = sing montre que la tan- 


Gna dy cosu 1 


d . : : 
or = est le coefficient angulaire de la droite PT, et 
tangu est celui de la ligne OP. Donc ces deux droites sont 
perpendiculaires entre elles ; donc la projection de la tan- 
gente à l’hélice sur le plan xy est tangente au point P à 


la base du cylindre. 


RAYON ET CENTRE DE COURBURE. 


301. Le rayon de courbure au point M est donné par 


http://rcin.org.pl 


VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 285 


ANS dN? daN è 
y Er a) 43 
FAN CN D 


Or, des expressions trouvées au numéro précédent on 
déduit 


la formule 


4% dy dz 
-> À — d — 
ds cosu ds sing ds > 
ds e Blim) ds Ri+m) ds 


Par conséquent 


I 
k cos?u + sin?u 
R(1+ m?’ 


Ainsi le rayon de courbure a la méme valeur pour 
tous les points de l’hélice. 


= R (1 + m). 


302. La normale principale à l'hélice au point M forme 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels 


yeri d dz ie eS A 
à dr ds ds ou bien à cosu, sinu et o. Donc cette 


droite est parallèle à OP, et, par suite, le rayon de cour 
bure est dirigé suivant le rayon du cylindre. La droite 
MN perpendiculaire à l’axe et la tangente MT détermi- 
neront le plan osculateur, et si l’on prend NK = m’ R, 
K sera le centre de courbure de l'hélice pour le point M. 

Comme d’ailleurs le rayon de courbure a une valeur 
constante, toujours plus grande que le rayon du cylindre, 
il en résulte que Le lieu des centres de courbure de l'hé- 
lice est une autre hélice du méme pas, mais située en 
sens inverse. 


303. La droite MN, lorsque le point M se meut sur 
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l'hélice, décrit une surface conoïde appelée hélicoïde 
gauche. Le plan NMT est tangent à cette surface au point 
M, puisqu'il passe par la génératrice rectiligne MN et 
par la tangente MT à l’hélice placée sur cette surface. 
Pour avoir l'équation de cette surface, il suffit d'éliminer 
u entre les équations 


2—mRu, y=ztangu, 


qui représentent la droite MN. On obtient ainsi 


I = rtang 


PLAN OSCULATEUR. — ANGLE ET RAYON DE TORSION. 


304. On a 
dz=—Rsinudu, dy —Recosudu, d:— mRdu, 
d’x = — R cosudw, d'y=—Rsinud@, d?z= 0. 


On aura par suite 
dx d'y —dyd?x = R’ duw’, 
dz d’x — dx d?z = — mR? cosu dw’, 
dy d’z — dzd?y = m R? sin udu’. 


*Alors l'équation du plan osculateur sera , en divisant par 
le facteur commun R° du’, 


msinu(X— x) — m cosu (Y —y)+7Z— z =0. 
305. Si lon appelle ọ l'angle de torsion, on sait que 


9 = y (d così) (dcos p}? + (d cosy”, 


À, p, v étant les angles que fait avec les axes la perpendi- 
culaire élevée par le point M au plan osculateur. Or on a 


I m cosu p: m sinu 
- C0 E in OSa EEM i O ———> ) 
yi + Vi+ m Vim? 
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287 
d’où résulte 


m sin u du 
dcosy=0, dcosu—= 


rt À de a — 7006 du 
Vi+ m? 1-4 m? 
Donc 
min  m°cosu Fe m’ cos?’ u mdu 
z= du =-=; 
peme Jus 1+ m? yVi+ m 
? _ mdu ee m I 
L = -R 2du = —— >. 
ds yVr+m V 554 1m R 


Par conséquent la seconde courbure, aussi bien que la 
première, est constante. 


EXERCICE. 
Rayon de courbure et plan osculateur de la courbe 


a'+psax, +) +=. 


Sozuriox. — Rayon de courbure : 


3 
DR Ce 1.2 


o 


1? 
(5a+ 3x} 
plan osculateur : 


[az a(y— 2)]X +27 Y +22 2 = az + 2ax (»°— 7) 
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VINGT-SIXIÈME LEÇON. 
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 


Points d'inflexion, — Points multiples. — Points de rebroussement. — 
Points isolés. — Points d’arrèt. — Points anguleux. 


DÉFINITION DES POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 
— POINTS D 'INFLEXION. 


306. On appelle points singuliers d’une courbe des 
points qui offrent quelque particularité remarquable, in- 
dépendante de la position de la courbe par rapport aux 
axes de coordonnées. Dans ce qui suit, il ne sera question 
que des courbes planes. 

Ayant déjà parlé des points d'inflexion (n° 206), nous 
allons seulement en donner quelques exemples. 


307. Soit d’abord la sinusoïde 
y = ans. 


Pour x=0, et en général pour x =+ mr, m étant 
un nombre entier, on a y = 0; par conséquent, la courbe 
rencontre laxe des x en une infinité de points que l’on 
obtiendra en portant sur cet axe, à partir de l’origine 
et dans les deux sens, des longueurs égales à la demi-cir- 
conférence rectifiée. La courbe se compose d’une infinité 
de parties identiques, mais situées alternativement au- 
dessus et au-dessous de l’axe des x. Les ordonnées maxi- 


mums et minimums, égales à l’unité en valeur absolue, 


r 3z Sr 
correspondent aux abscisses => ==> ==} 
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De l'équation de la courbe on tire 


Fig. Gr. 42 
— = cos r 
dx 3 
d’ r 
TI; = — smr. 
dx? 


La seconde dérivée 
s’annule et change de 
signe pour x —æ+ mr. Par conséquent, les points O, 
N,..., où la courbe rencontre l’axe des x, sont des points 
d'inflexion, et comme, pour x = + mr, la première 
dérivée est égale à +1, en ces points la tangente à la 
courbe est toujours inclinée de 45° ou de 135° sur l’axe 
des x. 


308. Soit encore la courbe 


y = tangs. 


Pour x =o et, en général, pour x= mr, on a y=0. 

Fig. 62. La courbe rencontre donc 

laxe des x à l’origine et en 

une infinité d’autres points 
. 7° LÉ 
équidistants. Pour x = — 

SA 2° 


on a y=% , et si l’on fait x 


un peu moindreque® tangx 
sera très-grande et positive. Si l’abscisse est un peu plus 
grande que Z tangx sera très-grande , mais négative. La 
courbe aura donc pour asymptote la droite dont l'équation 
CEA = On voitd’ailleurs que la courbes’étend à l'infini 


des deux côtés de l’axe des y, et se compose d'un nombre 
illimité de branches identiques. 
Par la différentiation, il vient 


dy (ol d'y _#2cosrsinx 2 sinz 
dz coss dæ? — coss co$ x ? 
T. 2° édition. 19 
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2 


A d’ ‘ ` 
et si l’on pose S = 0, on trouve que tous les points où 


la courbe rencontre laxe des x sont des points d’in- 
flexion. 


POINTS MULTIPLES, 


309. On appelle point multiple un point qui est tra- 
versé par plusieurs branches d’une même courbe, Le ca- 
ractère auquel on reconnaît un pareil point est que la 
courbe y admet plusieurs tangentes. Nous omettrons le 
cas où ces tangentes se réunissent en une seule. 

Voici un exemple assez général, où y est une fonction 
explicite de x. Soit 

£ 
y=p(z)+(z—a)(2—b), 


P. étant une fraction irréductible, dont le dénominateur 
q 


p 
q est pair : le terme (x — a) (x— b)’ a deux valeurs 
réelles et de signes contraires, pour chacune des valeurs 
convenables de x, ce que nous indiquons en faisant pré- 
céder ce terme du signe +. 
On tire de cette équation 


de = LU) (a M EE (z—a)(e— b) 


Pour x = a, on a 


Si l’on suppose ab, il y aura deux tangentes: dis- 
tinctes : d’ailleurs, à des valeurs de æ peu différentes de a, 
correspondent deux valeurs réelles et distinctes de y, qui 
se réduisent à une seule quand x =a : donc le point 
qui a pour caprdonnées x s= a, y= ọ (a) est un point 
double. 
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LS d z LE Tr 
Mais si a est < b, Ge sera imaginaire, et il n'y aura 


pas de tangente en ce point. En effet, pour des valeurs 
de x très-peu différentes de a, x — b étant négatif, les 
ordonnées correspondantes seront imaginaires ; par suite, 
il n’existera pas de point de la courbe dans le voisinage 
du point considéré. Nous reviendrons plus tard sur ce 
genre de points singuliers (n° 315). 


310. Supposons maintenant que l’équation de la courbe 
(1) f(z, y)=0 


né soit pas résolue par rapport à y. On en tire par la dif- 
férentiation 


(2) = += — —=0. 


En un point multiple de la courbe, d doit avoir plu- 


sieurs valeurs réelles et distinctes : mais l'équation (2) 


étant d PO ra cel 
étant u premier egre par rappor a = mi cela ne peut 


arriver qu'autant qu'on aurait à la fois 


ANR A 
de E de 


(3) 


0; 
donc, pour avoir les points multiples, il faudra commen- 
cer par chercher les points dont les coordonnées vérifient 


les équations (1) et (3). 
Comme l'équation (2) se réduit alors à o = o, elle ne 


d 
“Y, Il faudra recou- 


peut servir à déterminer la valeur de a9 


rir à l'équation différentielle 


= 0, 


d'f Df dy  d'f AN df d'y 
ds TT ady da di\ds) * dj de 
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ou, pui NÉ 
3 PuIsq d 


(4) “re ae 


af df dy. d'f{dy\ 
drdy dx tS dy? 


d? 2 
Supposons que les trois coefficients = +i a et Sn 
iy” 


soient pas tous nuls, et que arain (4) donne deux 
s PE dy: > 
valeurs réelles et distinctes de 2 : il en résulte qu'il ya 
dx 


deux tangentes au point considéré et par suite que deux 
branches de la courbe s’y traversent mutuellement : c’est 
donc un point double. 

Mais si trois branches de la courbe se rencontraient 
en ce point, il devrait y avoir trois tangentes, et comme 
l'équation (4), qui n’est que du second degré par rapport 


, ; PAE 
A ne peut donner trois valeurs de cette quantité, il 


faudrait que l’on eût en même temps 
af d'f df 
mata.) = =0, 
dx? dx dy dy’ 


d x 7 SZ 
Les valeurs de = s’obtiendraient ensuite en différentiant 


l'équation (4). On voit comment il faudrait opérer, si 
un plus grand nombre de branches se rencontraient au 


point (x, y). 
311. Comme exemple, soit la courbe représentée par 
l'équation 
y'= a (1—2), oubien y =£ sy — a2. 


Certe courbe est symétrique par rapport à l'axe des x et à 
l'axe des y. Elle coupe l’axe des x à l'origine et aux deux 


points qui ont pqyr abscisses x = 1 et x = — 1. 
En gM ‘équation de la courbe, on trouve 

2 = or 

Fug Tay giri a 2a 

dx yi— x yi sapr 
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Pour x = o, les deux valeurs de y se réduisent à une 
Fig. 63. seule, qui est o. D'ailleurs, pour 

ce point, on a 

dr =R 

dr 
Ainsi, l'origine est un point dou- 
ble. En ce point, les tangentes 
TT” et SY' divisent en deux parties égales les angles des 


axes. 
On trouve, pour la dérivée seconde, 


— — 4z yir 
d'y Vi— z’ 22 — 3r 
F3 = + n=) = F5 
ax) 
d’? A ie" Pe k < 
pour x= 0, on a Ga = 0 : ainsi, l’origine est à la fois 


un point double et un point d'inflexion. 


POINTS DE REBROUSSEMENT. 


312. On appelle point de rebroussement un point où 
deux branches de courbe viennent s'arrêter, et où elles 
ont une tangente commune. Il faut, dans ce cas, que deux 
valeurs de y, réelles quand x est supérieure ou inférieure 
à l’abscisse du point, soient imaginaires quand x est infé- 
rieure ou supérieure à cette abscisse, et, en outre, que 


d f $ 
deux valeurs de = deviennent égales. 


Le rebroussement est dit de première ou de seconde 
espèce, suivant que les deux branches sont de deux côtés 
différents (fig. 65) ou du même côté de la tangente qui 
leur est commune ( fig. 64). D'après ce que nous avons 
vu sur la convexité des courbes planes (n° 205), l'espèce 
du rebroussement se reconnaitra par le signe de es sur 


les deux branches, près du point en question. 
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313. Soit la courbe 


E 
r=p(z)E(z— a) (x), 
g(x) et (x) étant deux fonctions réelles et finies, pour 


des valeurs de x voisines de a; supposons la fraction £ 
q 


positive, irréductible et ayant un dénominateur pair. 

P 
Alors, pour chaque valeur de x°> a, le terme (x—a)1 4 (x) 
a deux valeurs réelles égales et de signes contraires, ce 
que nous indiquons par le double signe +. 

Les deux valeurs de y, réelles et inégales pour x > a, 
deviennent égales pour x— a, et imaginaires pour x <a. 
Donc les deux branches de la courbe viennent se réunir 
et s'arrêter au point qui a pour coordonnées x= a, 
y =9(a). 

Reste à voir maintenant si, en ce point, les deux bran- 
ches ont la même tangente. Or l’équation de la courbe 
donne 


Be R. 
TE TER CE afya). 
Si 2 est >>1, à la valeur z= a correspondra pour 2 


la valeur unique (a). Donc les deux branches ayant 
même tangente au point considéré, ce dernier est un 
point de rebroussement. 

Pour savoir si le point de rebroussement est de pre- 


+ dy , 
mière ou de seconde espèce, on calcule Ja’ ce qui 


donne 

FE = CEE (£ 1) (e—a) y(x) 
PSA £ 

Late af  y(z)+(z— aya) 


qe EURA ; D 
Nous ferons ici deux hypothèses : 1° si l’on a A 2>0, 
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d’? die 
on aura, pour x =a, SZ — (a). Ainsi, en admettant 


Fig. 64. que g’(a) ne soit pas nulle, 
yi Sn a le même signe sur les deux 
T 


branches, et, par conséquent, la 
courbe offre un rebroussement 


de seconde espèce ( fig. 64). 


2° Si, au contraire, on af — 2 < 0, pour une valeur 
de x très-peu supérieure à a, le terme 


` Pass 
(1) 2 (Bi) (e—a ye) 


sera très-grand en valeur absolue, et il n’en serait pas de 
d? š ; 
même des autres termes de -2 qui tous, excepté le pre- 


mier, ọ” (x), convergent vers 0, lorsque x tend vers a. 
+ 2 < 42 
Ainsi, le terme (1) donne son signe à 7, et comme ce 


dx! 

Fig. à termea ledoublesigne, ils’ensuit 
qu’au point [æ=a, y=ọ(a)], 
les deux branches sont situées de 

M m 


part et d’autre de la tangente 
commune, Dans ce cas, le re- 
broussement est de première espèce (fig. 65). 


314. Soit comme exemple la courbe 
Fig. 66. 


5 
yerni 


A une valeur positive de x 
correspondent toujours deux va- 
leurs réelles de y qui deviennent 
égales pour x= 0. La courbe n'a 
aucun point du côté des abscisses négatives. Du côté des 
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abscisses positives, elle a deux branches qui s’en vont à 
l'infini, l’une du côté des ordonnées positives, l’autre du 
côté des ordonnées négatives : celle-ci, après avoir coupé 
laxe des x au point dont l’abscisse égale 1. 

X 
T 


Le rapport 


a pour limite zéro quand x=0, et, lors- 


que æ a une très-petite valeur positive, les deux valeurs 
correspondantes de y sont aussi positives. Donc les deux 
branches ont la même tangente au point O, et sont situées, 
près de ce point, du même côté de cette tangente. Donc 
l’origine est un point de rebroussement de la seconde 
espèce. 

On parvient encore à ce résultat au moyen des valeurs 


dr a 27 
de 7 et de go On a 
dy : 
a ortza, 
dy o à: 
FF AA TTE a 
d d’ À 
Pour x = 0, on a = 0 et TZ > 0: le point O est 


donc un point de rebroussement de la seconde espèce. 


POINTS ISOLÉS. 


315. On appelle point isolé ou conjugué un point dont 
les coordonnées satisfont à l'équation d’une courbe, sans 
qu'aucune branche de cette courbe passe par ce point. 

Soit l'équation 


7 =+E(xz—a) rx — 06, 


et supposons d'abord ab. Pour x = b, on a y = 0, 
ce qui donne un point B situé sur l'axe des abscisses. 
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Si x croît de b à +, y croît de o à +œ, et l’on 
Fig. 67. a une branche telle que MBL. 
Si l’on fait x < b, l’ordonnée 
est imaginaire, excepté pour 
x=a, car, pour cette valeur 
de x, on a y = 0. 
Ainsi, le point À (x=a, y=0) 
est un point isolé. 
Si l'on a a >b, la courbe 
n’a plus de point isolé, parce que les deux valeurs de y 
Fig. 68. | sont réelles quand x est comprise 
entre b et a. Pour x= a, les 
valeurs de y se réduisent toutes 
deux à 0. Dex—aàzx—=, 
z y croit jusqu’à l'infini. 
Dans ce cas, le point À est 
traversé par les deux branches 
> BCK, BDL : c’est donc un point 


double. 


POINTS D ARRÊT. 


316. On appelle point d’arrét un point où une branche 
unique d’une courbe vient brusquement s'arrêter. 
Considérons la courbe qui a pour équation 


= 


Pour x=0, on a ÿy—; si l’on fait croître x jus- 
Fig. 69. qu'à +, y décroit depuis 
+æ jusqu'à +1,ce qui donne 
une branche asymptotique à 
l'axe des y, et à la droite dont 
l'équation est y =1. 
Si maintenant on considère 
des valeurs négatives de x, la 
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i 
valeur de y sera —; et pour x= o on aura y= 0; la 


Cas 
courbe passera donc par l’origine. L’ordonnée augmentera 
ensuite avec la valeur absolue de x jusqu’à la valeur 
y=1. On aura ainsi une seconde branche (*) de courbe, 
asymptotique à la droite qui a pour équation y—+1, et 
s’arrêtant brusquement à l’origine en venant des x néga- 
tives, L'origine sera donc un point d'arrêt. 


317. Soit encore la courbe y = Fri On ne peut pas 


donner à x des valeurs négatives, car logx serait ima- 
ginaire. Si l’on donne à x des valeurs positives et très- 
petites, l’ordonnée sera très-petite et négative, croîtra en 
valeur absolue avec x jusqu’à x= 1, et deviendra égale 
à —æ pour x=1. On aura donc une branche de courbe 


partant de l'origine, et qui aura pour asymptote du côté 
Fig. 70. 


des y négatives la droite x = 1. 
Si x croît à partir de 1 jusqu’à  , 
y devient positive, et cette or- 
donnée, d’abord très-grande, dé- 
croît indéfiniment jusqu’à zéro, 
ce qui donne la branche LM. 

Plis Dans cet exemple, l’origine est 
un point d'arrêt. 


POINT SAILLANT OU ANGULEUX. 


318. Soit la courbe 


(*) C’est par erreur que cette branche a été représentée tangente à laxe 
des x, tandis qu'elle devrait être tangente à l'axe des y. 
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pour æ—0, on a y —0. L'origine est un point de la 


courbe, Si maintenant, dans l'expression Z = z> on 


ET E 
fait x—0o, on a lim? — 0, Ainsi, la branche OG a pour 


tangente au point O laxe Ox. 


. . . ` T 
D'ailleurs, si l’on fait £ = — z, d'où Z= =) 
te f 
Fig. 71. pour x = — Z = 0, On a 
lim% = 1. 
T 


Donc la branche OH, située du 
côté des abscisses négatives, a 
pour tangente au point O la 
bissectrice OT de langle des 


axes. 

Un pareil point O, où viennent se terminer deux bran- 
ches de courbe qui ont chacune en ce point une tan- 
gente distincte, est dit un point anguleux ou point sail- 
lant. 


319. La recherche des points singuliers exige que l’on 
examine avec soin la forme de la courbe dans les environs 


du point pour lequel l'expression analytique de Z pré- 


sente une des particularités signalées dans cette leçon; 
A aa 
è h A z : Hn 
car il peut se faire que z soit constamment imaginaire 
re rà 
a 
dx 
cette discussion, dans le cas où y est une fonction impli- 
cite de x, nous entraînerait trop loin. 


près de ce point; et que —- soit réel en ce point. Mais 
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EXERCICES. 


1. Déterminer les points d'inflexion d'une conchoïde (courbe qu'on 
obtient en prolongeant d'une longueur constante les droites menées 
d'un point fixe à une droite fixe). 


SoLurion. — On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe 
des x la perpendiculaire menée par le point fixe. Si a est la distance 
du point fixe à la droite et à la quantité dont on prolonge les rayons 
vecteurs menés à la droite, les abscisses des points d'inflexion seront 
données par l'équation 


2 + 3ax° — ab = o. 
2. Construire et discuter la courbe =, 
3. Démontrer qu'en tout point singulier d'une courbe 
f (z, y)=0 
(les points d'inflexion exceptés) on a 


4. Si une courbe du troisième degré a deux points d'inflexion , 
elle en aura un troisième en ligne droite avec les deux premiers. 
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CALCUL INTÉGRAL. 


2 — 


VINGT-SEPTIÈME LEÇON. 
RÈGLES POUR L'INTÉGRATION DES FONCTIONS. 


Définitions et notations. — Intégration d’une fonction multipliée par une 
constante. — Intégration immédiate de quelques différentielles simples. 
— Intégration d’une somme. — Intégration par parties. — Intégration 
par substitution. 


DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 


320. Étant donnée une fonction d’une seule variable, on 
peut toujours la considérer comme la dérivée d’une autre 
fonction inconnue, et chercher cette autre fonction qui 
aura pour différentielle la fonction donnée, multipliée par 
la différentielle de la variable indépendante. 

Soit f(x) la fonction donnée; je dis qu'il existe tou- 
jours une autre fonction qui a pour différentielle f (x) dx. 
En eflet, construisons la courbe CMD qui, rapportée à 
des axes rectangulaires, a pour équation 


x =f (2) 
L’aire de cette courbe, comprise entre une ordonnée fixe 
Fig. 72. quelconque CA et l’ordonnée 


y D 


M * MP qui correspond à l’abscisse 

pe -variable x, est une fonction dé- 

DE terminée de x. Or, la différen- 
0 4" P g 


tielle de cette aire est ydx ou 

' f(x)dx; donc cette aire est 
une fonction qui a f(x) dx pour différentielle, ou f(x) 
pour dérivée. 
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321. On appelle intégrale de f(x) dx et l'on repré- 
sente par ff (x) dx une fonction dont la différentielle est 
f(x)dx. L'opération par laquelle on passe de la diffé- 
rentielle d’une fonction à cette fontion se nomme inté- 
gration. 

L'intégration et la différentiation sont deux opérations 
inverses l’une de l’autre, de telle sorte que le signe d et 
le signe f se détruisent mutuellement. 

Ainsi l’on a, par la définition même, 


dff(x)dr =f(z)dr, fde(x) = (z). 


322. L'intégrale d’une différentielle donnée f(x) dx 
peut avoir une infinité de valeurs, car si l’on a une fonc- 
tion ọ (x) dont f(x) dx soit la différentielle, en ajoutant 
à cette fonction une constante arbitraire, l'expression 
g(x) + C aura la même différentielle. Mais il n’y en a 
pas d'autre, puisque deux fonctions ayant la même diffé- 
rentielle ne peuvent différer que par une constante. 


Ainsi l'intégrale générale de f(x) dx est 
g(z) +0, 


C étant une constante arbitraire. La figure rend bien 
compte de cette constante arbitraire; car si, au lieu de 
prendre CA pour ordonnée fixe, on prenait C'A’, on au- 
rait l'aire C'A’'MP qui surpasse CAMP de l'aire constante 
C'A'AC. 


INTÉGRATION D'UNE DIFFÉRENTIELLE MULTIPLIÉE PAR UN 
FACTEUR CONSTANT. 


323. On sait qu'un facteur'constant a peut être placé 
en dehors du signe de diflérentiation; il y a une règle 
analogue pour l'intégration. 

En eflet, on a 
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fase = a [an ou faue= a fau, 


ou bien, en posant du = f (x) dx, 


fase a frere 


INTÉGRATION IMMÉDIATE DE QUELQUES FONCTIONS 
SIMPLES, 


donc 


324. La diflérentiation des fonctions simples x”, 
a, etc., conduit immédiatement à un certain nombre 
d’intégrales que nous réunissons dans le tableau suivant : 


+ 


a 
Te rm — dr, Pdr = 
d.a" (2 +1) f: pair +C, 
dë = edz, feæ=e+c, 
da? = a* ladz, feæ=i+c, 
a 
Es 
diz = =, fZ=1+c, 
æ æ 
d sinz = cos rds, fosse = sine +0, 
d cosx = — sin zdz, finzar=— cos +c, 
dx dx 
d tangs = apa JE + 0, 
— dr dx 
d cotz =; = = — cots + C. 
sin? x sin x 


. . T 
Si x est moindre que =» 


: d. dx r 
d'arc sinz = e; (= mesine, 


Vi 


dx dx 
d arc cosx = — » — = — arc cost +C. 
Vi— zx J Vi—r 
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EAR d. 
On a pour la mème intégrale J= deux valeurs 
Vi— x 


qui semblent différentes; mais, comme 
. z 
arc COST + arc SINT = 2? 


on voit que les deux intégrales ne diffèrent que par une 
constante, 


d > ta: — dz = = arct (0 
arc RRA JEE ctangz + C. 


325. Dans toutes ces formules, x peut être la variable 
indépendante ou une fonction quelconque de la variable 
indépendante. Par exemple, si, dans la formule 


g+ 
(1) fees +, 
on remplace x par ọ (x), on aura encore 


fieran = PO 4e. 


326. La formule (1) devient illusoire quand on y fait 


n = — 1 : elle donne alors 


dx 


LEE. 
o 

RA AEN de. ji TE. 
Cela tient à ce que est égale à la transcendante lx, 


qui ne peut pas être représentée par une expression algé- 
brique. Cependant un artifice de calcul permet de déduire 


de la formule (1) la valeur de bi: = 


En effet, si, dans cette formule, on retranche du se- 


A 1 > 
cond membre la quantité constante Te eg: De 


change pas sa différentielle, on aura 


Tes 
fre + C. 
n +1 


+ 
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k . ER had . o 
Or, si l’on fait 7 = — 1, la fraction Er devient z 


pour avoir sa vraie valeur par la méthode connue, il faut 
prendre la dérivée des deux termes par rapport à n, et 
faire n = —1 dans le quotient de ces dérivées, c’est-à-dire 


avt+tlz 


dans » ce qui donne lx. On a donc 


[Enix +c. 


£ 
v 


INTÉGRATION D UNE SOMME. 


327. Nous avons donné, dans le calcul différentiel, des 
règles pour différentier une somme, un produit de plu- 
sieurs fonctions, une fonction de fonctions ; on en déduit 
des règles analogues pour le calcul intégral. 

Ainsi, de la formule 


dļu+e — 2) = du + de — dz, 


on tire, en intégrant les deux membres, 


faute= fa + fæ- fu, 
[U+ ala) iaar 


= [fejde + fete — frere 


Donc l'intégrale d’une somme de fonctions est la somme 
des intégrales des fonctions qui la composent. 
Par exemple, 


ou 


Arr! Bz"+! Czr+ 
m-+1ı n +1 PP 


fur +B +C...) de= 


ai— Är — 3r + 8)dr =x — SSL LOUE : à + C, 
l 3 2 


= -p — 9x + 5lr+cC. 
x 3 


I. 2° édition. 20 
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INTÉGRATION PAR PARTIES. 


328. Nous avons vu que si u et v étaient deux fonc- 
tions quelconques d’une même variable, on avait 


d.uo = udv + odu. 


Donc, en intégrant, on a 


w= fudo + odu, 


ou bien 
[ua = uv — | odu. 


Cette formule, qui ramène la recherche d'une intégrale 
f udv à celle d’une autre intégrale Í vdu, constitue une 


méthode d'intégration fréquemment employée. On lap- 
pelle intégration par parties, quoiqu'il fût peut-être plus 
correct de la nommer intégration par facteurs, puisqu'elle 
est fondée sur la décomposition de la différentielle que 
l'on veut intégrer en deux facteurs. 


ExEMPLES. 1° f. zx’ cosrdr. 

On posera 

fe cosædx = frasinr= æ sings — a f= sinxdr, 
fasinede = zdeosz=—a cose + | cosede 


= — xcosr -+ sinz + C. 


On aura donc, en substituant cette valeur dans la pre- 
mière égalité, 


fe côsx dr = z’ sin x + 2 x cosx — 2sinx + C. 


a° freis 
Le 
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n a 
fees frieze m fred. 


On ramène ainsi l'intégration de x”e”dx à celle de 
x”-'e”dx; on ramènera de même cette dernière à celle 
de x”—*e”dx, et ainsi de suite; en sorte que, si m est un 
nombre entier positif, on sera définitivement conduit à 


(0) 


chercher fear. qui est e*+C, et, par une suite de 
substitutions, on obtiendra l'intégrale demandée. 


En prenant m = 2, on trouverait 


fredr=elr—az+a)+c. 


k pa fire, 


lx étant le logarithme népérien de x. On trouve 


firemne- fE=sis-n+e 


INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION. 


329. Quelquefois une fonction différentielle f (x) dx, 
qui n’était pas immédiatement intégrable, le devient par 
un changement de variable. On dit alors que l'intégra- 
tion est obtenue par substitution . 

Ainsi, soit x=—@(t): on a dx = g (t) dt, 


et free = ffa. 
ExEMPLES. 
1 j fi +b)”dæ. 

On posera 


ar+ b=t, d'où de=. 


20. 


É 
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i 1 m+ 
(ax + b}dx = = mdt= = ia BP 


m +1 


Donc 


ou 
EH 1 (ax + bjr 
fier +0 Mr par te 


2° Plus généralement, si l’on avait à trouver 


frtar + b)dx, 
dt 


on poserait ax+b=t, doù dr = z? 


et alors on serait ramené à 1 fro dt. 


52e dr 


o -o © 
3 32 +7 


On se fonde ici, pour le choix d’une nouvelle variable z, 
sur ce que le numérateur de la fonction différentielle est 
égal, à un facteur constant près, à la différentielle du 
dénominateur. On pose donc 


3zx'+n=t; d'où ædr— dr; 


à Sade ae A 
PRS 3# #7. J izt 1 k 


ou bien re FA 


Æ zdr x 
á E- + r' 


Posons 


Vai+r=t, d'où a+z=tt, rde=tdt. 
Par suite 


x dr 


| dt =t + C= Va + x? + C. 
Va! + x 
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5° La même méthode conduit à l'intégrale fréquem- 


ment employée X 
d. 

ES 

fo +pr+gq 


lorsque les deux facteurs du premier degré dans lesquels 
se décompose x°+ px -+q sont imaginaires, c’est-à-dire 


quand on a q -F> o. On a identiquement 


: P\ 2 
Z'+ pr +q = S -+ 154 . 


Si l’on pose 


P \/ PI NEA p° 
-=t — = l dr = _—— 
pe q rh d'ou dt q re 


l'intégrale cherchée devient 


I dt I 
r Sa EP F arc tangt + C, 
VE ES A 


ou bien, en remplaçant £ par sa valeur en fonction de x, 


Š z+Ë 

T I 2 

Le = are ange + C 

JÉ+pr+ v p° v pP 
LR 4 


Ce résultat peut se mettre sous une autre forme. Nom- 
mons «+6 y—ı et a—6y—ı les racines imaginaires ` 


de l'équation 
&' + pr +q =0. 


On a 
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donc l'intégrale en question pourra s’écrire 


dx l 3 sf A 
+ px + q F3 ei ng Ž g +C. 


i Der. 
on a 
dx Me +4 
a 


Soit maintenant 


par suite, on a 


p I dt 
= — arc sint+-C, 
bee Je B Vi) gie yi 


ou enfin 


fato fm (i)e 
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VINGT-HUITIÈME LEÇON. 
INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 
Cas des racines simples. — Cas particulier des racines simples imagi- 


naires. — Cas des racines multiples. — Cas particulier des racines mul- 
tiples imaginaires. 


INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


330. Soit proposé d'intégrer la fraction 
F(x)dz 
f(x) 
F(x) et f(x) étant des fonctions algébriques entières 
de x. 

. Si le degré de F (x) n’est pas moindre que celui de 
f(x), on peut diviser F (x) par f(x) jusqu'à ce qu’on 
parvienne à un reste ọ (x) d’un degré inférieur à celui 
de f(x); appelons Q le quotient, on a 

F(z) g(æ) 
Fe + fr 


A F(z)dz _ g(x)dr 
ge FT SFT 


et comme on sait obtenir | Qdx, la question est rame- 


(x) dx 


née à intégrer la fraction rationnelle © sk où ọ(x) 


» . pzs pa . EES 
est d’un degré inférieur à celui de f(x). DS: 
J uvre 7 Lost 5 
S CAS DES RACINES SIMPLES. DA) ve vu Fire 
331. Nous allons donc chercher orun piho S 
f 


fu 
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Soit m le degré de l'équation 
(a); 

dont nous désignerons les mm racines par a, b, c,..., k. 

Supposons d’abord que ces m racines, réelles ou imagi- 
naires, soient toutes inégales. Cherchons à déterminer, 
si c’est possible, m constantes A,B,C,...,K,de manière 
que l'équation 
( } Y (r) A i Li K 

1 — = — Ta 
fiz) —a x—b FE Y 


soit vérifiée identiquement. Il faut pour cela, et il sufit 
que l’on ait, pour toute valeur de x, 


(2) Maa es ET ere. 
Tous les quotients ALU AR etc., sont enbiers, et les 


inconnues À, B, C, etc., sont en nombre égal à m; on 
pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant les 
coeflicients des mêmes puissances de x dans les deux 
membres; mais on peut employer un moyen beaucoup 
plus simple, et qui a Favantage de faire voir que ces 
valeurs ne sont ni infinies ni indéterminées. 

Faisons x =a dans l'équation (2); puisque les racines 


f(x) 


a, b, c,..., k sont toutes inégales, les quotients 2 


=? 
fiz), -3 fz) deviendront nuls. D'ailleurs A2 de- 
z—c Zz—h ta 


€ o e . , ` 
vient z pour T=4a; mais sa vraie valeur, d’après la règle 
connue, est f'(a). Donc 
y 
LA à] A a 
HASO ah AeA, 
Cette valeur de À n’est pas infinie, puisque a étant unc 


racine simple de f(x), f'(a) west pas nulle; la valeur 
de A est, en outre, différente de o si l’on admet, ce qui 
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A : ES SETU 
est toujours permis, que la fonction Fla) soit irréduc- 


üble. 
Ainsi, en donnant aux constantes les valeurs finies et 
déterminées 


(3) gla) AIRAS, Ka NA) 


l'équation (2) est satisfaite pour x = a, x = b, ete. Elle 
aura donc lieu pour toute autre valeur de x. Car, si l'é- 
quation (2) n’était pas identique, comme elle est au plus 
du degré m—1 par rapport à x, et qu'elle est vérifiée 
pour les m valeurs de a, b,c,..., k, elle aurait m racines, 
ce qui est impossible. 


332. On peut encore parvenir de deux autres ma- 
de x (æ) 
nières à la valeur de ar pour x =a. 
z — a 


1° On a (122) 


fæ) la), f'le)(s—a) | fax — a 


æ—a T—a z—a 1.2(7— a) he y 


et comme f(x) est un polynôme algébrique, entier par 
rapport à x, ce développement est limité; or, puisque 
J(a)= 0, il se réduit à 


f(x) 


l — 4 


f'(a 

Æ ri : 
TAR E v.2 
et, par conséquent, pour x = 4, 
f(z) 
a 


lim —— 
TU — 


= f'(a). 


2° M étant le coefficient de la plus haute puissance de x 
dans f(x), on a 


ARS Le M(x— b)(z—c)...(z— k) 
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et, par suite, pour x = a, il vient 
m 21e) = M(a — b) (a —c).. (a — k) =f' ia). 


333. La transformation (1) étant ainsi opérée, on a 


glz )de A dr = 
OX alei 
par conséquent 
(4) AS =Al(z — à) + BI(z— 6) +... 


On se servira de cette formule quand les racines a, b, 
c,..., k seront toutes réelles, et que les différences x — a, 
x—b,..., £x — k seront toutes positives; mais si x — a, 
par exemple, était négative, il faudrait changer Al (x—«) 
en Al(a— x), ce qui est permis, car on a 


dl(a— x) = et. z ° 


Al(x— a) représenterait dans ce cas une quantité ima- 
ginaire (n° 152). 


CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES. 


334. Si quelques-unes des racines de l'équation f (x) =o 
étaient imaginaires, la transformation (1) serait encore 
possible, mais le terme correspondant à une racine ima- 
ginaire dans la formule (4) se présenterait sous une forme 
imaginaire. Il vaut mieux alors opérer de la manière 
suivante : 

Considérons deux racines imaginaires conjuguées, 

a—=a+6ÿ—r, b—x—6ÿ—1; 
on aura 
si ee gla +6V— r LR A U OEI, 
AORE EEan) 


G et H étant deux fonctions réelles et rationnelles de z et 
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. de 8, En changeant Ÿ— 1 en — y— 1, on aura 


re #6) _ A Chut lan PNY Peut 


SA) f'(a—6ÿ—1) 

on a donc 
À. 2 G+HY—r , G—Hÿ—1 
La db gg—6ÿ—1 z—a+8ÿ—1 
__2G(z— a)—2H6 
T (a —a) +6? 


{ À eA oaan 2G(z—a)dz 2H6dxr 
per pren E (t — a PHE (e—a t6 


2G(z—ajdx _ SAJA 
CEDE s E +6 13 


2H6dx épi EE 
(z— af +68 des: eji 


fane NE 


— g 


£ 
6 


? 


Donc 


= Gl|(z— a} +6:] — 2Harc tang ( 


L 


}+c. 


De cette manière on aura opéré l'intégration de la frac- 
g(x)dr 
f(z) 
tion f(x) = o sont inégales. 


335. ExEMPLES. 


ọ(z)__ (3—2r)dr (3 — 22 )dr 
fa) maem e aa) 


tion rationnelle ; si toutes les racines de l’équa- 


= ——— ——— 


En substituant successivement — 1 et -+2 à x dans 
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32 5 
m=i 27, on na A=— 35> B=—3 Par consé- 
quent, 
(3—2z)dz _ 5 dx TLAN 
a | Petites) 
d’où 
3—2zx)dx 
Ji 3 NEPTUNE 
$ els) _ 
f(x) ae 
Posons : à 4 3 


Fo FC) x nn AZ D +) 
d’où 
dx I I 
fea eac. 
ou . 
dx I s+ a z+a 
PRE ang 57 c=! 
a" F 2a T—a TI — a 
30 pan (3x + 7)dx 


fle) 2#—32+5 


Comme l'équation 21° — 3x + 5 = o n'admet que des 
racines imaginaires, nous allons opérer l'intégration 
directe de cette fraction sans la décomposer en fractions 
plus simples. 

La dérivée de 2x°— 3x +5 est 4x — 3 : divisant 
3x +7 par 4x — 3, on aura 

de 31 RS PES: CAM 
4x—3 4  4(4z—3) 
et, par suite, £ 
37 
(4x — 3) + 4 


S —— + + 


22 — 3x +5 2x — 3x +56 
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d’où 

f Este (4z —3)de | 37 dx 
J'2z—32+5 4J 22—3r+5 4 2x — 3r+5 
où 

'[ (3z+7)de _ 


3 A af dx 
n 2e N. ur aaa 4 22 3r+5 


Or on a 


37 dx =J dr 
4J2r—3r+5 8 ( +5 


Cette dernière intégrale est égale (n° 329, 5°) à 
4 4x — 3 
—— arc tan ` 
TE TA TTE i 
on a donc enfin 
(3x + 7)dx 
J 22—3z+5 
= Siapa 3x + 5) + 38 arc Eve 9 + C. 
4 2 ÿ31 y3i 


4° Plus généralement, si l'expression à intégrer est 


(Mz + N)dz 
; on la mettra sous la forme 


M 2(x — a)dx dx x 
anap t Mt DGLF 
Mais (n° 329), 
2(x— a)dx sabo i 
aare e HE} 


dx ei z—a 
D Ce 2 cu Lt VEN 
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donc enfin 


Mrz+N dx 
(t— a) + 6 
M en 
= Z I(x— a} + &]+ LE arc tang =: z EFG; 
CAS DES RACINES MULTIPLES. 
; ? . e)d: 
336. Dans le cas où le dénominateur de r admet 

) 


des facteurs multiples, c’est-à-dire si l’on a 
f(z) =M(zr—a)(x— by (x— ct... .(z —k), 


il est impossible de trouver des valeurs de A, B, C,..., K, 
capables de vérifier l'identité 


z A B 
Le —— Pa a Eas PR. +... 

En effet, si l’on réduit tous les termes du deuxième 
membre en une seule fraction, le dénominateur de cette 
fraction ne contiendra x— a qu’à la première puis- 
sance, tandis que ce binôme entre à la n°" puissance 


dans f(x), et que d'ailleurs la fraction HA est sup- 


posée irréductible. 
Afin de découvrir le mode de décomposition propre à 
ce cas, supposons d’abord 


f(z) = (z — a)". 
On a, d’après la série de Taylor (122), 


giz) __ gla) A Te 40) 
(z—a" (z—a}  {x—a 1.2 (x—a) 
pige at  — ONE 
1.2...(2—1) x—a 
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Ce développement ne s'étend pas plus loin parce que 
ọ (x), dans le cas où f(x) = GAS , est au plus du 
e(z) 
fiz) 
en z fractions ayant chacune pour numérateur une con- 
stante, et pour dénominateur une puissance de x — a. 
Le problème est ainsi ramené à intégrer des fractions 


degré n— 1. Il résulte de là que est décomposable 


dx TP ` 
de la forme ERE à Cette différentielle pouvant se met- 
d(x — a) ` 5 
tre sous la forme ="; on voit que son intégrale est 
(za) 


aN AE si h est > 1, et l (x —a) si h=ı. 


337. Cherchons maintenant à opérer une décomposi- 
tion analogue à la précédente, dans le cas général, c’est- 
à-dire quand on a 


Fa) = M(z— a) (x — b} (x — cy}... (x — k) = (x — a} f(x). 


SORT AL A E. E. TORE À,_1, 72 coefficients assujettis 
à vérifier l'identité 

#(2z) À io. A, As: 4 (x) 

fa) era t aa tte zatfe) 


Y (x) étant un polynôme rationnel et entier par rapport 
à x. Si l’on multiplie cette équation par f(x) et que l'on 
fasse passer dans le premier membre les termes qui con- 
tiennent À, A;, A,,..., À,_,, il faudra que l'on ait, pour 
toute valeur de x, 


La fl) fl), a Sa f (a) 
a TAG ap Map Ma 
| Li a 


=(z—a)"$ (z). 


Maintenant, en développant (x) suivant les puissances 
de x— a, on aura 


elz)= gla) ga) (2 — a) + De a+ 
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On obtiendra pour f(x) un développement analogue; 
mais comme a est une racine multiple de l’ordre n, f(a), 
J'{(a),..., f7™™ (a) sont nulles, et l’on a simplement 


es (a) à FMH) (a) FA 


Substituons ces valeurs de (x) et de f(x) dans l'é- 
quation (1) : en ordonnant par rapport aux puissances 
de (x — a), le premier membre deviendra 


ga) — A2) 
+ [raa ET = n LA Je — a) 
+R ER ed a 
HET E AA N a RS CCSN. 
a A A AA 
E E s E AS ET 2 Re ETEA EN NC 


Or, comme le second membre est divisible par (x — a)”, 
il doit en ètre de même du premier. Il faudra done que 
les coeflicients de toutes les puissances de x — a, dans 
le premier membre, jusqu’au coefficient de (x — a)! 
inclusivement, soient nuls. 

En égalant à zéro ces coefficients, on aura n équations 
du premier degré, qui donneront pour A, A;, A:,..., À, , 
un système unique de valeurs finies et déterminées, car les 
dénominateurs des valeurs inconnues sont les différentes 
puissances de f™ (a), et par hypothèse f™ (a) n’est pas 
nulle, | 
e(z) 
f(x) 
A A; Ai y(x) 


car (ear Fra E) 


338. Ayant ainsi mis sous la forme 
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on mettra de mème ÿ (x) sous la forme 
file) 
B B, Bp—ı yir) 
PaT T a E by + HET er 


fs (x) désignant le quotient de la division de f, (x) par 
(x — b). 

En continuant de la même manière, on finira par ob- 
tenir le développement 


(x) A ` A, à #5 je 
fa) ET AET ttes 
B B, Bp- 
Past Gba T b 
C C, Cy 
(z— c) RE on ST 
sr one chose susée cé A OOE 
K 
Go Sr 


expression qui, multipliée par dx, sera très-facile à 
intégrer. 

La décomposition précédente ne peut se faire que d'une 
seule manière; car, si les constantes À,, A;,..., Anı rela- 
tives à la racine a, par exemple, étaient susceptibles de 
plusieurs valeurs, on devrait les trouver en commençant 
la décomposition par cette racine. Or on n’a trouvé 
qu'une seule valeur pour chacune de ces constantes. Donc 


la fraction 412) ne peut se décomposer que d'une seule 


manière en fractions simples de la forme considérée. 


CAS PARTICULIER DES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES. 
339. Si quelques-unes des racines multiples de l'équa- 


tion f(x)—o étaient imaginaires, le développement 
IL. 2° édition. 21 
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glr) 
À x 
faire disparaître en groupant d'une manière convenable 
les termes relatifs aux racines conjuguées; mais il est 
plus simple d'opérer de la manière suivante. 


de renfermerait des imaginaires que l’on pourrait 


Soient & E 6ÿ— 1 deux racines conjuguées de l’équa- 
tion f(x) =0, et n leur degré de multiplicité, Posons 


g(z) Me à Ax+B fc Az + B, 
Fee +67 (aae 
Ax + B, Asir Boi (z). 
Hiesaren H Haare fla) 


A, B, A,, B,, etc., sont des constantes qu'il s’agit de dé- 
terminer; Ÿ (x) une fonction rationnelle et entière de x, 
et fı (x) le quotient de f(x) divisé par [(x— a}? + & f. 
On doit avoir l'identité 
g(x)—(Az+B)f(z) —(Aiz+B)[(x— a) +61f(x) 
— (Ax + B,)[(x — a} + EPA (2) 
— (Aniz + Bri) [(2— a} +61 f(x) 
=|(x— a} +6]"y(z). 

Les constantes A, B, A,, B}, etc., doivent donc 
ètre choisies de telle sorte, que le premier membre de 
cette équation soit divisible par [(x — a)’ + 6']" 
ou, ce qui revient au mème, de manière que, pour 
x= a+ 6V— 1, ce premier membre devienne nul, ainsi 
que ses n — 1 premières dérivées. On aura ainsi 7 équa- 
tions, dont chacune se partagera en deux, car il faudra 
égaler séparément à zéro la partie réelle et la partie ima- 
ginaire de chaque équation, 

Dans la première équation, tous les termes qui suivent 
le second contenant (x — x)* + 6° en facteur deviendront 


nuls pour r=g& + 6—1. Cette équation ne contient 
done que À et B, et comme elle se décompose en deux, on 
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pourra ainsi trouver les valeurs de A et B. Quant à la 
seconde équation, obtenue en prenant la dérivée des deux 
membres de la première, elle ne contiendra que A, B, 
A, B, quand on aura fait x = à + 6y—1, et comme A 
et B sont déjà connus, et que cette équation se sépare en 
deux, elle donnera les valeurs de A, et de B,. On obtien- 
dra de la même manière les autres constantes. 

Ce calcul fait, on opérera ensuite la décomposition de 
(z) 
F(=) 
tout ce qui précède, dépendra de la nature des facteurs 
binômes de f, (x). 

340. Le cas des racines imaginaires multiples- conduit 
donc à intégrer des différentielles de la forme 

(Az+B)dr 
(eaf HeT 
n étant un nombre entier et positif. Or on a identique- 
ment 


en différents termes dont la forme, cónnue d’après 


f (Azx+B)dr _ A(z — z)dx (Az +B)dx 
[(1—a} +6 [r — x) +62)" [(1— 2) +6 


Si lon pose 
(z=a} + =t, d'où 2{x—4)dx— dt, 
on a, à une constante près, lorsque z est > 1, 
pese A(xz— œ)dx = ftt- A 
(esap eF Jar ne 


3: i A 
2 (r —1)[(z—2a} + Gu 


? 
et, lorsque n = 1, 


A(z—ax)dr _A aA š 
Gate aR NA EREM: 


Reste donc à déterminer 


FEES. (Az + B)dr 
Goz 
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Pour cela, soit x — z = z, d'où dx = dz; on a 


f (Aa + B)dx =t f dz 
[(r— a} + eF En CESI 


en sorte qu'on est ramené à trouver 


c’est donc cette dernière intégration qui doit maintenant 
nous occuper. 


341. On a identiquement 


dz z z?dz 
CAD rs Mit à 
Mais 
zdz I 2zdz 


2zdz =a|- 1 SI 
CE EETA à 


par conséquent, en intégrant par parties, on a 


et 


Ar ES z 2} 1 f dz : 
Gte  Qr=) (Hey 202) (+27 


Substituant cette valeur dans (1), il vient, en réduisant, 


r z E a RTS. 
(+) (an—a)(i+ sp on—2) (+2) 


siis dz sA 
Ainsi la recherche de f est ramenée à celle de 


(1+ 2} 


dz É s ENN 
——— ~~; de même cette dernière serait ramenée à 
(1 + z? Po 


dz SAS 5 
celle de TE et ainsi de suite, et comme 72 est 


un nombre entier positif, on sera finalement conduit à la 
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1 + 2: 
ration d as et par suite, celle de WAAI B) d. se 
gra e ETA p , [e—a eT s 


trouvera ainsi effectuée. 


recherche de f s% qui est égale à arc tangz. L'inté- 


dz 
a i : Ph 
342. On peut encore obtenir [EE FFF de la manière 
suivante. Posons 


t = arc tangz : 
il en résulte 


Peu dz dz ui dt x 
Ta EOSTA E ETT 
or 
dz 
— = cos’£, d ou CEE = cos™— tdt; 
par suite 


d 
TEET. = f costat. 


On connaît différentes manières de parvenir à cette der- 
nière intégrale : une des plus simples consiste à dévelop- 
per cos*™”—*¢ suivant les cosinus des multiples de ż [n° 146, 
formules (1) et (2)]. On obtient ainsi un développement 
limité, et dont chaque terme, multiplié par dt, s'intègre 
très-facilement. 
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VINGT-NEUVIÈME LECON. 
INTÉGRATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES. 


Fonctions qui ne.contiennent que des irrationnelles monômes. — Fonc- 
tions qui contiennent un radical du second degré. — Intégration des 
différentielles binômes, — Cas d’intégrabilité. — Formules de réduction. 


FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QUE DES IRRATIONNELLES 
MONÔMES. 


343. Une fonction qui ne contient que des monômes 
irrationnels est toujours intégrable. Ainsi, supposons que 
l'on veuille obtenir 


Fe + Vz— Vz)dr 
1+ yr 
Cette intégrale peut s'écrire 


2 


(ey 


LI 


1+z 
Or, si l’on fait 
rt, oh dr = ORAE 


on aura la fraction rationnelle 


(1 + e — t) 6de 
T+ Ë 


ou Aa ai ae i e } 
I+? 


dont l'intégrale est égale à 


$e Êe rbe + ar 60+6arc tangt + C, 


4 


et il ne reste plus qu'à remplacer £ par yx. 
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344. On ramène au cas précédent toute fonction qui 
ne contient que des radicaux portant sur un mème bi- 
nôme du premier degré. Ainsi, soit à chercher 
é A, 


pe laz + bF | dæ 
P x + yar + b 
On posera ax + b = t°, d'où 


t—b Orde", sn — 
g= PARE = > ylar+ b= t; 
a a 


par suite on n'aura plus à intégrer que la fraction ration- 
nelle 

6 &[(e — b + at] de 

a? E — b+ar 


FONCTIONS QUI CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND 
DEGRÉ. 


345. Nous passons maintenant à l'intégration des fonc- 
tions qui contiennent la racine carrée d’un trinôme du 
deuxième degré tel que a + bx + x? ou a + bx — x*: 
le trinôme peut toujours être ramené à l’une de ces deux 
formes en faisant sortir du radical le coefficient de æ? pris 
avec le signe +. 

La méthode que l’on emploie consiste à transformer x, 
Va + bx + x’ et dx en fonctions rationnelles d'une nou- 
velle variable, de manière à ramener le problème à l'in- 
tégration d’une fonction rationnelle. 

Supposons d’abord que le terme x*, sous le radical, 
soit précédé du signe +. On pourrait indifféremment 


poser e è 
ya + bz + =z; 
prenons z — x : en élevant au carré, on aura 


7 


a + br = z — 223; 
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d’où 
2 — a 
(1) ARTET 
eaa PUS _a+bz+z 
(2) ya + br + =z tapaa 
(3) dre (b+ 22:)2:d2—(2— a)2dz _(a+bz+z)2d: 


(b +22} (b +22} 


La substitution des valeurs (1), (2), (3), dans la fonc- 
tion donnée, la changera en une fonction rationnelle de z, 
qu’il sera dès lors facile d'intégrer. 


346. On peut encore, quand a est © o, poser 


ya + br + t= ya + zz; 


en élevant au carré et divisant les deux membres par x, 
on aura 
b + x= 2z ya + zz; 


d’où 

(4) mme a id 4 

(5) Vraa pe A Cni ve i. 
(6) FE (z? Va — bz + Va) 2dz 


G= aF 


347. ExEMPLES. 
3 ya tbr + 


Employons la première transformation et posons 
ya + br + r= Z— T. 


D'après les formules (2) et (3), on aura 


f dx dz 1(2+:) 

ture 282 2 A Rs, Eka Si 

k Va+br+ r b 2 2 ? 
; 2 
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donc, en remplaçant z par sa valeur x + Va + br + x*, 


on aura 


fe Gr verse) +e 
ya + br + r \ 2, y 


Quand b = o, cette formule devient 


(gx + h) dr 
Va+br+e 


Il est facile de ramener cette intégrale à la précédente; 
on a 


: z ` AUS 
Si le numérateur de la fonction proposée était = + x, on 


pourrait immédiatement intégrer cette fonction. Or 


(gx + h)dz PE +z)de (1—5) 


Va+bz+z ya+br+r Va + brp 


donc 
= dx 
(gz+h)de _ |E +(1€) e AAE 
Va+bx +2 Va+bz+r 2 Va+bz+x 


= gÿa+ br + z(a) l (24e #ve + B+e)+c. 


2 
348. Occupons-nous maintenant de l'intégration de 


MEN ru ae 
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D'abord, si a est => 0, on peut employer la seconde 
transformation. On posera 


ya -+ br — z= ya +zz, d'où b—x—92: Va + zz’; 


donc 
(1) q bH ezya 
TT pR 
RON TI DUR 
(2) PRE RES 
13) FE. 2(2 Va — bz — ya) dz 


(Fe 


349. Il existe une troisième transformation qui permet 
d'intégrer 
fle, ya + bx + x°)dx, 


quand les deux racines du trinôme a+ bx+x* sont 
réelles (dans le cas où x° et le terme constant sous le ra- 
dical ont le signe — les racines doivent être réelles, pour 
que le trinôme ne soit pas constamment négatif). 

Supposons d’abord que le terme x° sous le radical ait 
le signe +; soient x et 6 les racines de l'équation 


a+ br +r =o, 
on aura 


a+ bx + r= (z — a) (z— 6). 


Posons 


L. 
Va+bz+zx —={(x— 2): où a +bz+a (x — 2) 7, 


il en résulte 


(x—a)(x—6)={(x— a)z, ou æ— 6—(x—xa)z; 
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par conséquent, 


(1) z= 


6— az’ 


E h 


(2) aprisa) = (a) = EE, 


1—2Z 


—(1—2)2uzd2+(6— uz)2:dz  2(6— «)zdz 


(3) dr = G= 77 — (=F 


Il faut modifier ces formules, quand le terme x° est 
précédé du signe — : on écrit dans ce cas 
a+ bx — i = (x — a) (6 — x). 
Posons i 


ya + bz — t= (x — a)z, 


6— x—(x— 4), 


d’où 


et, par suite, 


6 + az? 
(4) L2= or 
HAE PT Hire 
(5) ya + be— r= (ea) = ÉA 
NTETE o sea Liae kaa Ceres. a (2— 6)ads, 


(1+ 2°} ~ (FAF 
350. On peut appliquer cette méthode à 


dx 
-n y 
ya + br — x 


mais il est plus simple de ramener cette intégrale à 


= Vort ue pro à | 


On a 
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Soit maintenant 


t amiyat, d'où dr = — dt Aa 
2 4 V á 


ona 


=ar e AA +C 
= arc cos ——— a 
= = — À /4a + b 


z 0, 


dx b — 2z 
= arc cos 


HA Er +C. 
ybr — x° b 


351. Les méthodes précédentes permettent d'intégrer 
une fonction rationnelle 


Jle, VE a, YZF 6) à, 


qui contient des radicaux du deuxième degré portant sur 
deux binômes différents du premier degré. 
P eg 
En effet, posons 


Vz+a = 32; 
d’où 
z=2—a, Vx+b=V"-a+b, dr =0214. 
Par suite, f(x, Vx +a, Vx +6) dx devient une cer- 


taine fonction F(z, ÿz°— a+ b) dz, qu'il est possible 
d'intégrer d’après les méthodes exposées dans cette lecon. 


INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES BINÔMES. — CAS 
D'INTÉGRABILITÉ. 


352. On appelle différentielles binômes celles qui 
sont de la forme 
2" (a + ba")? dx. 


On ne diminue pas la généralité de cette formule en 
supposant que m et n soient des nombres entiers; si 
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2 1 
l’on avait, par exemple, x’ (a + bx) dx, on ferait 
x = z’, d'où dx = 6z’ dz, et la question serait ramenée 
à intégrer 6z° (a + bz’)? dz, différentielle binôme dans 
laquelle les exposants de z, hors de la parenthèse et dans 
la parenthèse, sont des nombres entiers. 
On peut de plus supposer n> o, car si l'on veut in- 


tégrer x" (a + bx7")" dx, ilsuflit de faire x = = pour ra- 


mener cette intégration à celle de — z7"-* (a + bz")"dz, 
où l’exposant de la variable, dans la parenthèse, est po- 
sitif. 

Quant à p, on doit le supposer fractionnaire. En effet, 
si p était un nombre entier positif, on aurait, en dévelop- 
pant (a+ bx")", un polynôme entier, et si p était entier 
et négatif, on aurait une fraction rationnelle; dans ces 
deux cas, l'intégrale s'obtiendrait par les procédés qui ont 
été exposés dans les précédentes leçons. 


353. Pour trouver d’autres cas où la différentielle 
x" (a + bx")" dx puisse ètre intégrée, posons 


a+ ba = 3, 


d'où résulte 


La différentielle devient alors 


m+I1 


et l'intégration pourra se faire si 


m +1 
n 


— un nombre entier. 


(1) 
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En effet, si p est égal à la fraction 2 en faisant z =" 


on sera ramené au cas d’une fonction rationnelle, L'inté- 
gration sera donc possible. 

354. On trouve un autre caractère d'intégrabilité, en 
écrivant la différentielle binôme sous cette forme : 


at (ax + b} dx. 


La condition qui vient d'être trouvée devient pour cette 
M + Hp +1 
PER RC | 


—— R 


formule : ou 
m +1 


+ p = un nombre entier, 
n 


(2) 


condition qui pourra être remplie, quand la première ne 
le sera pas, 


Par exemple, pour la différentielle x* (a + bx’) dx, 


on a 


5 
ARR EEL do 0 


et la deuxième condition d’intégrabilité se trouve seule 
remplie. 


RÉDUCTION DE L'EXPOSANT DE Æ HORS DE LA PARENTHÈSE. 


355. Comme il n’est pas possible, en général, d’inté- 
grer la différentielle binôme x" (a + bz”)? dx, il faut la 
ramener à d’autres intégrales plus simples ; on y parvient 
au moyen de l'intégration par parties. On a 


fre + bz")P dx = fer (a + bæ} 2 dx = fras, 
en posant 


(a + bæ yp 
= =; 
nb(p+1) ° 


LR" 
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et, par suite, 


fete ay dr 
(a) 
y 7 (a+ bz m—n+ı -n( ; 
|= + FERNET, a-n (a + bz")P+ dr. 


La nouvelle intégrale contenue dans cette formule sera 
plus simple que la proposée si m est positif et >n, et p 
négatif, car alors p+1 aura une valeur absolue < p. 
Mais on peut trouver une formule dans laquelle exposant 
de x hors de la parenthèse, soit seul diminué. En effet, on 
a identiquement 

an (a + bat) = a (a + ba"). (a + ba") 
az" "(a + ba")? + be" (a + ba" )r. 


Par conséquent, 
IEC + ba" p+ dr 
=a farta + bax”)? dx + o færa + ba”)? dx. 


Substituant cette valeur dans l'équation (+), on aura 


fre + ba")? dx 


(a+ bay m—n+i 


= CR — —n n j; 
PIAT pafe (a + ba") dx 
m—n 41 

2 eg 0 ferla + tæpar. 


š ` Q 
Par suite, en transposant le dernier terme et réduisant, 


| fA (a + bzx"ÿ dx 
(A)! 
nc ei a(m—n+1) 


b(np+m+i)  bfap+m+i) f "(a +b)? dz. 


L'intégration de x" (a + bx")? dx est ainsi ramenée à 
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la recherche de 


je "(a + ba" dx ; 
on fera dépendre celle-ci de 


fre + br") dr, 


et ainsi de suite, en sorte que si m est posilif et plus grand 
que n, en désignant par in le plus grand multiple de n 
qui soit inférieur à m, on sera ramené, après un nombre ï 
de réductions, à l'intégrale 


fae + bæ \Pdz. 


Si lon avait m —in=n — 1, cette dernière intégrale 
pourrait s’obtenir immédiatement, car elle deviendrait 


(a+ bay 
a! 4 = N 
f: (a + bz" dx = ea) +C 
Mais l'égalité me —in = n — ı revient à PTI mit, 


et la première condition d’intégrabilité (353) est rem- 
plie. 

Lorsque np + m +1 = 0, le second membre de (A) 
prend la forme æ — œ , et cette formule devient illu- 
m+i 

n ; 
à un nombre entier, on retombe dans le second cas d'in- 
tégrabilité (354), et l'intégrale peut s'obtenir directe- 
ment. $ 


soire. Mais, comme +p est égal à o, c'est-à-dire 


RÉDUCTION DE L EXPOSANT DU BINÔME. 


356. Dans la transformation (A) la réduction portait 
sur l’exposant de x hors de la parenthèse, tandis que le 
facteur (a + bx"}" ne changeait pas. On peut maintenant 
au contraire, laissant le facteur x" invariable, ramener 
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la recherche de l'intégrale proposée à celle d'une inté- 
grale dans laquelle l’exposant de a + bx” sera diminué 
d’un certain nombre d'unités. 

En eflet, comme 


xt 
a" (a + baz" dx = (a + bx")? d , 
mı 
on aura, en intégrant par parties , 
| 
fre + baz")? de 
6 
(6) ami a + bP prb o Á 
LE AREAS, amnia + br" Pt dr. 

mm +1 m-i o 


Par cette formule , exposant du binôme a + bx" a 
bien été diminué d’une unité, mais l’exposant de x hors 
de la parenthèse a été augmenté de n unités. Pour réduire 
ce dernier exposant, on change m en m+n, et p en 
p— 1, dans l'équation (A); il vient 


fre + baz) dx 


anti (a + ban )P (mæ+i)a 


=, md. ee ar bz"\r-1 p 
b (np + m +- 1) ne S et E pe 


ar suite, en portant cette valeur dans l'équation (6 
E ; p I , 


feu + br")? dx 
D mt (a + bar\e npr” (a+ bz” 
rr m+i (m + 1) (2p + m +1) 
AUTRE N Je arter 1dz, 
npemi 
et, en réduisant, 
feu + ba”)? dx 
(B) 
+i b P 
| ME att Cie M ATENE OR fear era. 
Hp + m -+1 np + m+ i 


I. 2° édition. 22 
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Au moyen de cette formule, on ôtera successivement 
de p toutes les unités que contient cet exposant. 


357. La formule (B) devient illusoire quand on a 
ap -+ m +1=0; 


mais alors on retombe dans le second cas d'intégrabi- 
lité (354), et l'intégrale cherchée s'obtient par un chan- 
gement de variable. 

En résumé, l'emploi des formules (A) et (B) fera dé- 


pendre l'intégrale f x” (a + bx")? dx, quand m et p sont 
positifs, de l'intégrale plus simple 
j= [a + bz") dr, 


in étant le plus grand multiple de z, inférieur à m, et k 
la partie entière de p. 
Par exemple, on ramènera l'intégrale 


; s 
ET + bz)’ dx 
v 
1 
à fz (a + bx*)? dx, en la réduisant successivement, 
par la formule (A), aux suivantes : 
$ 5 
fritte’ a, f=iatte} az, 
et cette dernière, par la formule (B), aux suivantes : 
> + 
fierte’ dr, fie + 6e) dr. 
FORMULES DE RÉDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS 


NL ET } SONT NÉGATIFS. 


398. Quand m et p sont négatifs, les formules (A) 
et (B) ne réduisent pas la diflérentielle binôme à une plus 
simple expression; mais elles conduisent à deux nou- 
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velles formules, qui opèrent la réduction dans ce cas. 
Occupons-nous d’abord de diminuer l’exposant de x, 
hors de la parenthèse. Pour cela, tirons de l’équation (A) 


la valeur de l'intégrale fx" (a + bx")? dx, ce qui donne 


fera bz")P dx 


Lam (a + baH b(m+ np +1) 
_ (m=n+tia. (m—n+i1)a 


fre + br} dx. 


Ensuite changeons m — n en — m ou men — m+n: 
nous aurons 


st (a + bzryt' 
(m — 1)a 


fe + ba" P dx. 


ferar irypd=— 


b Ln— 
a PES m+it) 
(m— i)a 


(C) 


Par l'emploi répété de cette formule, l'intégrale cher- 
chée pourra être ramenée à la suivante : 


ft (a + bz")? dr, 


dans laquelle in représente le plus grand multiple de z 
contenu dans m. 
Si l'on avait 
— m + (i+ i)e =ni, 


la dernière intégrale deviendrait 


(a+ bæ”)jp+' 


f — (a + baz")? dx = TYPES 


Mais comme on a 


— m -+i 


= — i = un nombre entier, 
n 


on retombe dans le premier cas d’intégrabilité. 
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359. Lorsque p est négatif, on tire de la formule ( B) 


fete + er de 


a+ (a + bap rt 


RS A E fe (a + bz} dz. 
anp 


Si l’on change dans ce résultat p—1 en — p ou p en 
— p+ 1, on aura 
a+ (a + batj r+ 
an(p—1) 
f. an (a + ba” JPH dæ. 


? 


frte+ierra 
j m+- n-4+1— pnr 
| an(p— 1) 


(D) 


Si p est © 1, la valeur absolue de l’exposant du bi- 
nôme sera diminuée d’une unité; en continuant la réduc- 
tion, on finira donc par ramener cet exposant à être 
compris entre o et 1. 

Quand p = 1, cette formule devient illusoire, mais ce 
cas est un de ceux où l’on sait intégrer. 


360. Une différentielle de la forme 
zI ax" + br} dx 


peut se mettre sous la forme x+? (a + bæ)? dx, et 
devient ainsi une différentielle binôme. 


961. Les formules précédentes permettent d'intégrer 
la différentielle 


qui d’ailleurs tombe toujours dans l’un des deux cas d’in- 
tégrabilité. La formule (A) donne alors 


de + A Vis m m1 fade 
Vi m m Vi—z 
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En faisant successivement m = 1, 3, 5,..., on aura 


xdr 
Ver OET 
dx 2 — 2 e gda 
fe AETS] ee 
dr z i Á Pdr 
= — —Vi— az + = -—— 
Vi—2 5 5J yvi 


nn nm nm nm 


ati ef e ft | 12 


Vr— m (m—2)m ie 


Si m était un nombre pair, on arriverait à la formule 


z" dx 


== 


+ CS (m —1)2"— Nr ....(m—1) J : 
aF m (m—2)m 7 2.4.6... m z |y és 
1.3.5...(m —:1) ; 
+ CE Rap arc singz + C. 
EXERCICES. 
4. Calculer 


= 


> a dy 
SoLurion. — Cette intégrale se ramène à [Z en posant 


sin° 


' æ= sing. 
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2. Calculer 
So : dx J 
æ(a+ bax?) 


SoLurIox. — On a, à une constante près, 


E SAA Vator — varbr — va. 1 Ex 1 i 
pere rl Va+br+va a&ya+br 3a(a+ ba’) 


3. Calculer 
LS ee (a + mt 


SOLUTION. X= ~| -= — "| +0(, 
a(r ARER, 


4. Calculer 


dz 
sfress Varie 
Sorution. — Si bc — ae est positif 
X = 1 (Ha +C; 
2V(bc—ac)e \ ya 4 baje — x ybe — ae 


si be — ae est négatif 


X == arctg (ve =) +C. 


2 {ae —ve)ce v{a+ bac 


\ 


3. Calculer 


x= f; dx } 
Ce ze +r—r 


donner la tangente, le sinus et le cosinus de cette intégrale. 


SOLUTION. X= arc sin = +C. 


A 


En supposant nulle la constante arbitraire, on a 


, rtr + 
sinX = =, cosX = ? Eare + tangX = ne 


xy5 xy5 VAT ri 
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TRENTIÈME LEÇON. 
INTÉGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Fonctions qui se ramènent aux fonctions algébriques. — Intégrale de 
z"P dx. — Intégration de quelques fonctions exponentielles et trigo- 
nométriques. — Intégration des produits de sinus ou de cosinus. — 
Intégration de sin” x cos" x dr. 


FONCTIONS QUI SE RAMÈNENT AUX FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 


362. On ramène aux fonctions algébriques, par une 
simple substitution , les intégrales qui renferment sous le 


signe V% une fonction algébrique d'une transcendante, 


multipliée par la différentielle de cette transcendante : 
telles sont les intégrales 


fric, freeads, fran 


frisin x) coszdz, fricosx) sin zdz, 
fr taresinx) - ge š fr'aretans 


dx 
e Vi—r x 


1+ x 


ss. 


Par exemple, si l’on veut obtenir 


dx 
fut bd 


z eda à 
on posera lx = z, d'où — = dz, et, par suite, 
T 


dx Li n+1 
fi Z= f ra= 2 + C, 


ou fi y = (lz) Jy c 


n-i 


http://rcin.org.pl 


344 COURS D'ANALYSE. 


INTÉGRALE DE z"P dx. 


363. Cherchons à intégrer une fonction telle que 
z"Pdx, z étant une fonction transcendante de x. Po- 
sons, à cet effet, 


dz dz 
free, fera, ILE TEE 


on à 
fera = frag = Qz — n | 2™—' Qdz, 
foz = |7 dR =Rz— — (n — 1) | Rdz, 
IT = |7 dS = Sz — (n— 2) | 2—Sdz...; 
par conséquent, 
(A) ferd qu nRa nfn nse... 
La loi de ce développement est évidente. On voit que 


si z est un nombre entier positif, et si l’on sait obtenir les 
intégrales désignées par Q, R, S, etc., on aura ainsi l’in- 


tégrale cherchée Í: z"Pdr. 


364. ExEMPLES. 


1° f a (zx : 


p pride ' dz 1 
on a =: + 3s lege — = =9 

zi de x 
par conséquent 
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donc 
s —l 
Rte (lap La MD rap be 
f- es a(r= id at | 


Si, dans cette formule, on pose lx = z, on aura 


z — 
fera ex [5e ee ea ieat, eA | +C. 
m m m 


ao fi sinx)"dx. 


Il faudra faire ici 
22 arc sns, PS i. 


On aura 


j LE i SSES EDE, 
yi— z 
S= |— Vi x dy ne 
i Vi— x 
hs DRE 1— x, 
Vi z? 
Udir; 


et ainsi de suite; la substitution de ces valeurs dans la 
formule (A) donnera, en groupant convenablement les 


termes, 

fer sin z)" dx 
= a| — n (n —1) + n(n—i)(n—2)(n—3)at—...] 
+ Vi [ar — n(n) (n — 2) H...) 
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Lorsque z est un nombre entier positif, ces deux séries 
se terminent d'elles-mêmes. 

Si l’on pose arc sinx = z, on aura 


Vi— = cosz, dr—coszd, 


et la formule précédente deviendra 


f z" coszdz 


= sinz[z2"—n (n—1) =n (n—1)(n—2)(r—3)z-—...] 
+ cosz[nz"— — n (n—i) (n — 2) =+.. .]. 


Cette dernière formule est d’ailleurs une conséquence 
d'ure autre plus générale. On a 


fre coszdr = f(x) sing — f£ (=)sinzas, 

f F'(æ)sinrde = —f' (2) coss + mi PEET S 

je S'(æ)coszdz =f" (>) dns — Í f"(z)sinzdr, 
et ainsi de suite; par conséquent 


frercosrdr (5) —f'"{x) +S$f"(x)—...]sinz 
+[Sf (z) —S"(z)+S"(z)—...]cosx, 
et l'intégrale pourra toujours être obtenue si f(x) est une 
fonction algébrique et entière. 

365. Quand z est un nombre négatif ou fractionnaire, 
le développement (A) renferme un nombre infini de ter- 
mes; il faut alors recourir à des artifices pour avoir l'in- 
tégrale. 


ExEMPLES. 1° —, 


n étant un nombre entier positif : on aura, en intégrant 
par parties, 


AEII æ m I PL 


5 ME, (n =i)  n—1 27 
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Au moyen de cette formule, on fera dépendre l'inté- 
grale cherchée de la suivante : 


edz 
| 


qu'on n’a encore pu obtenir qu’au moyen d’une série d’un 
nombre infini de termes. 

La même formule, dans laquelle on posera z = lx, 

kd ? 


J 4 de , dx 
servira a ramener m —> 
(lz)" lx 


e xdr J 
TEEI 


posons 
1#+r=z, doù = 21); 


l'intégrale proposée devient alors 


Af ga kat a 
[Eee e Von 
A d z z? 
ARAR 
=- ë= — | #— |: 
e 3 z’ 
En intégrant par parties, on aura 
e es 
freæ= Ld(e)=—— ea(=)=2+ eae 
3 zZ z zZ z z 


et, par suite, 


INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIONS EXPONENTIELLES 
ET TRIGONOMÉTRIQUES. 


366. Les intégrales f e“* cosbxdx et f e™sinbædx 


peuvent être déterminées simultanément àu moyen de lin- 
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; 3 L r e 
tégration par parties. On a, à cause de e°*dx=d—, 
a 
eu b y 
(1) e cos bx dz = — cos bx + — *sinbr dr, 
a a 


fa 


(2) Jesnbe de = sin be — fe coste de. 


De ces deux équations on tire 


s __ @™ (a cosbr + b sinbz) 
fe a ME USE “2 A Re Lisp 
fe sin rar = Aene Peosbe) (asin bz — bcosbz) o, 
a + b? 


367. On peut encore déduire ce résultat de la formule 


(a+8ÿ—1)zx 


FAT Eee í 


où, après avoir remplacé les exponentielles imaginaires 

par leurs expressions trigonométriques, on égalera les par- 

ties réelles et les parties imaginaires des deux membres. 
Plus généralement, pour obtenir 


fre cosbzdz et fe- sin bzdz, 


il suffit de remplacer, dans la seconde formule de la 
page 345, m par a + b y— 1, et d'égaler séparément les 
parties réelles et les parties imaginaires des deux mem- 
bres. 


368. On intègre 
J(sinz, cosx) dx, 


J désignant une fonction rationnelle, en posant 


T 
tang- x = zZ. 
# 
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Il en résulte 


` = I I 22 
singz = 2 sin — æ COS—T = ——) 
2 2 1+-2° 
1— 2? 
COST = COS? — x — Sin? — s = , 
2 1—+- 2° 
2 dz 
dz = - 
1+ 2° 
; 1 À 2dz 
doù f(sinz, cosx) dr ff ra B 
£ ee 14+ zj 1-47 


fonction rationnelle par rapport à z. 


369. Voici quelques fontions trigonométriques qui se 
présentent souvent dans les calculs et dont l'intégration 


s'obtient avec facilité. 


: sin?x S 
1° fanscossar= f singd sins = —— + C. 


On peut aussi écrire 


: I + I s 
finzcosza =} fsinar ar =? sin2x d(2x). 


Donc 
fine cos x dx = — 7 cos2 x + C. 


Il est aisé de s’assurer que ces deux expressions de la 
mème intégrale ne dillèrent que par une constante. 


d cos 
2° fansrér=- f“ TE = }cosz +0, 
coss 


funsréet ia + C. 
dsinx 
3e cotzdr = | —— = lsins + C. 
sins 


ou 
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dx 
2 dx cos?’ z d tangx 
Å y = = EA e 
á fz sin x tang x Itang E 
coss 
I 
d\i-2z 
59 dr (3 ) l tang = B 
m S — ——- -m —= = À] ` 
sin æ 8 2 KĀ 


TN | y 
Sin — zx cos- T 
2 2 


dx = I 
o — — pl. 
6 TZ —_ ltang (7 Le) +c. 


Cette intégrale se déduit de la précédente en remplaçant x 


E 
Hri —+. 
7° fe VEs = faali DIE 2sin =e 
= — 2 ÿ2 cos = +C. 
On trouvera de la même manière 


RES i 
fev — coss = 2 y2 sin 32+0 


Y 


go dx ; 
a sinx + bcosr 


On pourrait ici employer la méthode générale (n° 368); 
mais il vaut mieux écrire 


dx al 1 dx 
asinx + bcosz Ya} b asinx bcosz 
Va?+ b: yæ+ b: 


-n —= COS k, d'où PE = sin k; 
Va? + b Va + b 


Si l’on pose 


on aura 


de i dr 
asins + bcosz — Ve+ b p J sin(x + k) 
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ou bien (5°) 


Mag EEE c. 
asin z+ bcosz yar b 


PA dx 
9 IE bcosr + ce 
Il faut employer, dans ce cas, la méthode générale (n°367), 


Li URA: z 
et poser tang x = z : on est alors conduit à intégrer la 


fraction rationnelle 
2 dz 
2a + bħ(1 =) FeFe) 


ce qui donne, suivant les cas, 


2 (c — btangiz + a 
mr ee —— AC RS a o o a a e 
Ve — b — æ yë — b — a 
ou 
i (c — b)tang z + a — Va + b — ë 


-a l premaman a — — — À 
Va + b — e (c — b) tangis + a + ya + b— e 
INTÉGRATION DES PRODUITS DE SINUS ET DE COSINUS, 


370. Soit proposé de trouver 
« faites + b)sin(a'x + b')dx. 


On a, d’après une formule connue, 


sin(az + b)sin(a’x + b’) 
cos[(a—a')x+b—4] cos[(a+a')x +4 +0] 
= = — aM 
2 2 


d'où 
fsnte + b)sin(a’z+ b')dx 


__sin[(a a)r +b Wb] sinf(a+a)r+0+ b] 


2(a — a') 2(a + a') ne 
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Cette formule devient illusoire quand a = a’; mais, 

dans ce cas, le terme 
cos{(a —a"}x + b — b'] 


2 


dr 


ES cos{b — b'| 
se réduit à À Cam 


ne ! 
à tés dont l'intégrale est 

En général, il sera toujours possible d'intégrer un 
produit d'autant de sinus et de cosinus que l’on voudra, 
lorsque les arcs se présenteront sous la forme ax + b, 
puisqu'on saura toujours transformer ce produit en une 
somme de sinus ou de cosinus. 

371. On peut, par ce moyen, déterminer 


fiwe dx et feras, 


quand # est un nombre entier positif; mais il vaut mieux 
développer sin”x et cos’x en fonction des sinus ou des 
cosinus des multiples de x. Ainsi, par exemple, comme 


sin z = — (sin § s — 5sin3zx + rosins), 
1 


(e7) 


on a 


PRES E > pa 
fs» x dx = | gose + 3 053 rocoss) +C. 


INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES DE LA FORME 
sin" x cos" x dx. 


372. Si l’on pose sinx=— z, d'où 


FR 
et dr=(1—2) d, 


on a > 


cosg = (1 — z’) 


n—1 


sin"x cos"z dr —z"(1— 2) ? dz, 


d'où l’on voit que si n est un nombre entier impair, po- 
sitif ou négatif, on pourra intégrer, quel que soit m. On 
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verra de mème, en faisant cosx = z, que l'intégration 
pourra se faire, quand m sera un nombre entier impair, 
positif ou négatif. 

Dans tous les cas, quels que soient -m et n, on peut 
ramener cette intégrale à d’autres intégrales plus simples 
au moyen de l'intégration par parties. On a 


five cos" x dæ — | cos"—'x sin" æ cosx dr 


sin"+ tr 


= | cos" z sin"xd(sinx) = [oo xd ; 
om +1 


et par conséquent 


| f: sin” x cos" x dr 


RE A PE A CCR 
= COST —— + — sin" rco rdr. 
m +1 m +1 


(B) 


On pourra employer cette formule lorsque m sera né- 
gatif, parce qu'alors m + 2 aura une valeur absolue 
moindre que m. Mais on peut obtenir une formule dans 
laquelle l'exposant z seul soit diminué de deux unités. 

Pour cela, observons que 


sin™t? x cos"? x = sin” z (i — cos x) cos"?x, 


ou 
sint? æ cos”? x = sin” x COS"? x — sin” x COS"r, 


d'où 
11 
l: sin”+? x cos"? rdx — jJ sin”zx cos"? x dr 


— | sin”z cos" rdx. 


Substituant cette valeur dans la relation (6), il vient 


sin™t' s 
sin” x cos" x dr = cos'e ———— 
m +1 
n —1 
m +1 
I. 2° édition. 23 


( sine cos" ~r daæ— | sin"x costa) , 
ü 


http://rcin.org.pl 


354 COURS D'ANALYSE. 


ou bien, en réduisant, 


F sin” x tos” x dr 
) 


+ 


(B 


sin"+1x cos" r  n—ı 


+ sin” z cos"? zdr. 
m+n m+n 


Ainsi f: sin”xcos”xdxest ramenée à F sin"xcos" x dx. 
On ramènerait de même cette dernière intégrale à 
f sin" x cos" * xdx, et ainsi de suite; en sorte que si n est 
un nombre entier positif, on sera conduit à l’une des deux 
intégrales fsnrzdr, ou fsinræcosx de, suivant que z 


est pair ou impair, intégrales qu'on sait obtenir. En effet, 
nous avons indiqué plus haut (n° 371) le moyen de cal- 


culer f sin"xdzx, quand m est un nombre entier positif, 


et d’un autre côté on a 


in”+' 
fsarscosrde= fsinnzasinz =È z +C. 
mm +i1 


373. La formule (B) devient illusoire quand m= — n; 
mais, dans ce cas, la formule (5) donne 


t m+ 
frnersas= nn a — frange ce. 
m +1 


Changeons maintenant m + 2 en m ou m en m> 2, et 


résolvons par rapport à Jane zdx : il vient 


ane! 
(C) frange ur = Z fingrede. 


m— i 


Cette formule sert à réduire l'exposant de tangx, et con- 
duit, selon que m est pair ou impair, à 


fau=:+c, ou à fran de = — 1oosx +c. 


374. La formule (B) fait porter la réduction sur l'ex- 
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posant de cos x. Mais on peut en obtenir une autre qui 
. . K 
réduise l’exposant de sinx en remplaçant x par SOA 


m par n et n par m dans la formule (B), ce qui donne 


fse x ceos” zdr 


(D) sin” z cos" t's m— Iı 
= — + fs cos" xde. 


m+n m+n 


Cette formule sert à réduire l’exposant de sin x lorsque 
m est positif. Si z est un nombre entier pair, on a vu qu’au 
moyen de la formule (B) on ramenait l'intégrale pro- 


posée à l'intégrale | sin"xdx. Maintenant, au moyen 
de la formule (D), on la ramènera, si m est impair, à 


l'intégrale fsinx dx = — cosx + C, et si m est pair 


à l'intégrale | dx = x + C. Donc, lorsque m et n seront 


entiers et positifs, il sera toujours possible de trouver 


l'intégrale 
f sin” scos rdr. 


" 375. Les formules que nous venons d'obtenir ne pour- 
raient être employées dans le cas où l’un des exposants m 
et z, ou tous les deux, seraient négatifs. Mais on peut en 
déduire d’autres, qui permettent de faire les réductions 
dans ces derniers cas. 

Supposons ın négatif, n étant positif ou négatif; en 
remplaçant m par — m + 2, dans la formule (D), et en 
résolvant par rapport à l'intégrale qui est dans le second 
membre, on aura 


cos" x dr zdr _ cos H x m—n—2 [' cos'.r 
(E) D t a | —— x 
ETTE (m—ı)sin"—' x m—iı sine? 


l'intégrale proposée se ramènera donc à ji cos"xdx ou à 


cos” J A r 3 
- dx, suivant que m sera pair ou impair. 
sinz 
23. 
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376. On déduit de la formule (D), en supposant n = o, 


s sin”—'zcosx m—I 3 
(F) firza A OT A 7 sin" rdr, 


et, par conséquent, si m est pair, 


firza =— posg 


MA :, 
nmr 
m — 2 


[sn x + 


(m —1)(m— 3) . pe (m—1)(m—3)...3.1 aa 
(G) ATEEN EN Na RERE E CI I PR ins | 
gerer 2) 4 x 


(m—2)(m—4)...4.2m 
et si m est impair, 


sin”—' z + es Sin x + 
m — 


cer __ __cosz 2 
(H) fs zdz = - ("n(m 3). 
(m—2)(m—4)...1 
On obtiendra de la même manière 
fo zdr. 
EXERCICES. 
4. Calculer 
d9 
X= a + bcos 
Traiter à part le cas de a = b et comparer le résultat avec celui que 
donne la formule générale. 
4 TR acos + b 
SOLUTION. a>b, X= TP arc cos Pre Te) +C, 
| te EE 
a<b, X= 2 Z$ +C, 
b— a I b+a 
tang- 4 — 
2 b—a 


a=b, x= ltang oH 
a 2 
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X — cos4 dÀ 
= fr Tes Bcos0) 


asing 


2. Calculer 


x 2i = ——— — s r 
Sorvrion. (a —b)X= TES of 


(On est ramené à la question précédente. Si a = b, 


Li 1 1 I 


3. Calculer 
dx 
SET BRUT En ro. 
JS 
SOLUTION. X=- (1—2) +al- 1V3 4c. 
| Vz +yz 
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TRENTE ET UNIÈME LECON. 
DES INTÉGRALES DÉFINIES. 
Définitions et notations. — Signification géométrique. — Exemples d'in- 
tégrales définies. — Des intégrales considérées comme limites de 


sommes. — Remarques diverses. — Calcul approché d'une intégrale 
définie. — Nouvelle démonstration de la série de Taylor. 


DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 


377. Lorsque 9 (x) est une fonction de x, dont la dif- 
férentielle est f(x) dc, on a 


IHOCETOET 


g(x) +C est nommée l'intégrale indéfinie de la différen- 
tielle f(x) dx. Ordinairement on fixe la valeur de la 
constante indéterminée C d’après la condition que l'inté- 
grale devienne nulle pour une valeur particulière a, at- 
tribuée à x. Dans cette hypothèse, C = — 9 (a) et 


friade= te) ete). 


Il reste encore dans cette expression une indéterminée x ; 
mais si l’on donne à x une valeur particulière b, l'inté- 
grale, qui devient 9(b)— (a), est complétement déter- 


b 
minée. On la représente par la notation f f(x)dx, et 
a 


on la désigne sous le nom d'intégrale définie, prise entre 
les limites a et b, ou depuis x =a jusqu’à x = b. 
On a done 


b 
f S{x)dr = g(b)— g(a). 
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Ainsi la valeur de l'intégrale définie s’obtiendra en fai- 
sant dans l'intégrale indéfinie x = a, puis x = b, et re- 
tranchant le premier résultat du second. - 


SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE DE L'INTÉGRALE DÉFINIE. 


378. Soit CMD la courbe dont l'équation en coordon- 
nées rectangulaires est y = f(x). On a vu que f(x) dx 
était la différentielle de l’aire d’un segment terminé à une 


ordonnée variable : [f(æ) de est donc, d’une manière 


Fig. 73. générale, laire comprise entre 

k a la courbe, laxe des abscisses 
for et deux ordonnées quelconques. 

A Mais si la constante arbitraire 


estdéterminée d'après la condi- 

À AE 8 + tion que l'intégrale ou l'aire soit 
nulle pour x = OA =a, 0P =x 

étant l'abscisse d'un point quelconque de la courbe, la 
valeur de l'intégrale pour cette valeur de x sera la surface 
ACMP. Par conséquent, si l’on y fait x = OB— b, la va- 
leur de l'intégrale représentée, comme nous l'avons dit 


b 
plus haut, par f f(x)dx, sera la surface CABD, com- 


prise entre la courbe, l'aye Ox et les deux ordonnées 
fixes AC et BD. 


EXEMPLES D'INTÉGRALES DÉFINIES. 


nti 
319. 1° far ur = +C; 
Û n+Ii 


ssi n + 1 est positif. 
t 


http://rcin.org.pl 


360 COURS D'ANALYSE. 


LI 
P’ 
— 2r +9 


2° f(x) = 3a 


[rar — 7 (are tag — arc tang =) ; 


yı 
i vi4 
= t — ‘ 
her il ang 8 
> b 
30 fE=trc ds (2). 
= ARE a 
dx 1 € 
eo [s=svuxi+e 


LP - de SM i r 
pape T a EUNE TET 


] 1 
5° SES = arc sinx +C, HE. =Z. 
y 2 


— r’ o Vi— z? 
E 
6 LH ANAL 1.3.5.. (27—11) z, 
, o 2.4.6::.an A 


Cette dernière intégrale se déduit de la formule (G) du 
n° 376, dont tous les termes, à l'exception du dernier, 
s’annulent aux deux limites. | 


INTÉGRALES DÉFINIES CONSIDÉRÉES COMME LIMITES DE 
SOMMES. 


380. Dans ce qui précède, on suppose f (x) finie et 
continue depuis x—a jusqu'à x= b. Nous allons dé- 


b 
montrer que, dans ce cas, l'intégrale définie f f(x)dx 


est la limite de la somme des valeurs infiniment petites 
de la différentielle f (x)dx, lorsque x varie, par degrés 


insensibles, depuis a jusqu'à b. 
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Supposons, pour fixer les idées, a <b, et admettons 
Fig. 74. que f (x) aille constamment en 
croissant depuis f(a) jusqu'à 
f(b). Considérons la courbe 
CMD dont l'équation, en coor- 
données rectangulaires, est 
Soient OA =a, OB=—b, OP =x; MP = y, PP'= Ar. 
On a vu, dans le calcul différentiel, que l'aire CADB 
était égale à la limite de la somme d’une infinité de rec- 
tangles tels que MPP'I. Or on a MPP'I = f (x) Ax; 
donc, si l’on désigne par Z[ f(x) Ax] la somme de tous 
ces rectangles, on aura 


aire CABD = f e) dæ = lim Ÿ (f(x) ax] EF [f (z) dx), 


ce qu'il s'agissait de démontrer. 

On peut encore démontrer ce théorème d’une manière 
purement analytique. En effet, soit 4(x) l’une quelconque 
des intégrales de f(x) dx, eu sorte que f(x) = y(x): 
on aura 

g(x + ax) —e(z)=[9(z) + els, 
ou 


(1) g (e) =[S (1) + a]As, 


æ étant une fonction de x qui s’annule en même temps 
que Ax. Or, si l’on fait varier x par degrés quelconques 
égaux ou inégaux, mais de plus en plus rapprochés, de- 
puis x =a jusqu'à x= b, on obtiendra, pour chaque va- 
leur attribuée à x, une équation analogue à l'équation (1) : 
en ajoutant toutes ces équations, on aura dans le premier 
membre la somme des valeurs de Aç (x), c'est-à-dire l'ac- 
croissement total deg (x) ou 3(b)—œ(a);il viendra donc 


(2) y(b)— (a) =Y (f(x) Ar J+ (za). 
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Mais, d’après un théorème démontré (n° 16), on a 


lim Ÿ'(xax) = 0. 


Donc l'équation (2) devient, en passant à la limite, 
b 
(b) — o(a) Si f(x) dz = lim $ L/(r)ax] =X (r)dr]. 


Ainsi l'intégrale définie est la limite vers laquelle tend 
la somme des produits tels que f(x) Ax quand x varie 
par degrés de plus en plus rapprochés, depuis a jusqu'à b; 
ou, sous une forme plus abrégée, l'intégrale est la somme 
des valeurs infiniment petites de la différentielle. 

C’est à cause de cette propriété que l'on désigne les in- 


tégrales par le signe i , lettre initiale du mot somme. 


REMARQUES SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 


381. Dans la formule 


b 
(0). f Hede=gt)— sla), 
a 
a peut être plus petit ou plus grand que b. Ordinaire- 
ment on fait en sorte que a soit inférieur à b. Or, quand 


il n’en est pas ainsi, on ramène aisément ce cas au pre- 
mier. En cffet, la formule (1) donne 


(2) [ar = ste) — e(0): 
d’où il résulte que 


a b 
(3) free = LA ART 


Ainsi l'on peut intervertir l'ordre des limites d'une 
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intégrale définie, pourvu que l'on change le signe du 
résultat. 


382. Si c est une valeur de x comprise entre a et b, 
on aura 


[re de = 9(b)— pla Hs p (c)— + (a), 


if fe) de =p (b)— p(c); 


$ Ae [Tee yi MOES 


On peut encore démontrer cette formule en s'appuyant 
sur le théorème du n° 380, ou bien en remontant à l'in- 
terprétation géométrique des intégrales définies. 

On démontrerait de même que 


b c e E b 
Lave f Siadar | fizer f gardes | f(x)dx 


et ainsi de suite. 


donc 


CALCUL APPROCHÉ D UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 


383. Quand on ne sait pas intégrer une différentielle 
donnée f (x) dx, on peut souvent pervenit à deux limites 


qui comprennent l'intégrale définie f f(x)dx. Pour 


cela, soit 4 (x) une fonction de x telle, que l'on ait 
y (x) < f(x) pour toutes les valeurs de x comprises 
entre a et b. Je dis qu'on a l'inégalité 


P HS $ | pta)de 
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La considération des courbes le démontre d’abord 
Fig. 75. très-simplement. En effet, soient 
m_+— CMDet CMD les courbes dont 
K le leséquationssont respectivement 
A | y =f (*), y = 4 (x); comme de 
A mH 


Bi. 3 E IE YA z=0B=b, 
on a Siz) >y (z), 


la courbe C'M'D' sera au-dessous de la courbe CMD entre 
les ordonnées CA et BD. Par conséquent on aura 


aire CABD `> aire C’ ABD’, 


b ab 
(1) f Jlzydè > | ÿ(x)dz. 


Autrement: puisque f (x) —%(x) est © o, pour toutes 
les valeurs de x, depuis x = a jusqu'à x= b, l'intégrale 
| [S'(x) —Ÿ(x)] dx, dont la dérivée est positive, croît 


en mème temps que +, et comme cette intégrale est nulle 
pour x = a, elle est toujours positive: on a donc 


ab 


$ [f (z) — ylxi]dr>o, ou $ a dæ >f Ÿ (x) dr. 


De mème, si y (x) est une fonction de x telle, que l'on 
ait y (x) > f(x), de x =a à x = b, on aura 


b b 
(2) F f(z) de< | 1(x)dz. 


Par conséquent, si l’on sait intégrer ġ (x) dx et y (x) dx, 


ab 
on aura deux limites qui comprendront Í f(x)dx. 


384. Exemrir. > dE 


Jo Vi — > 
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Tant que x est << 1, on a 


I I 
rae 
Vri—z ~“ Vis r 
et, par suite, 


A à 1 1 


3 7 z? 
d. 
f dt <S g ef Pi 
Vo o Vi—2 Jo Vi — 7° 


Or 


1 
3 
d. 
f E ssar sin — 0,5236. ... 
b 2 


Vi—z 


Donc on aura 
1 


Fe 
# i EON A 
Saber SIN meee Doi 


vo 


NOUVELLE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 


385. Les propriétés des intégrales définies conduisent 
à une nouvelle démonstration de la série de Taylor. On 
a identiquement 


h 
f(æ+h)—f(x) =f f' (2+ h— t) dt; 
o 
mais l'intégration par parties donne successivement 


$ f'(z+h—ide= tf' exii f tf" (x4h—t)dt, 
t 2 2 
f t f" (z4+h—t)dt= Ka s'era f i f" (z+h—t)dt, 


tp z e t © 
— f" (r +h— idt = — f” —1) —; f'(z+h—tdt, 
f Ei (x+h—t)de LT 26 (x+h n+ f TE (x+h—t)dt 


o 


http://rcin.org.pl 


366 COURS D'ANALYSE. 
et ainsi de suite. En ajoutant toutes ces égalités, après y 
avoir fait t = h, on aura - 


h” 
1.2.7 


Le+0 = Sa) fe) + Eet eR 


R désignant le reste 
i h 
A ET ni (z4 h—1)t"dt. 
an i SN LE 


Si maintenant M est la plus grande valeur, et m la plus 
petite valeur que prend f"+H{x4+h—t) de t=0 à t=h, 
on aura 


h n+i 
RS ITA à dd MORN. HL 
o 


deg YU 1:2...(n +1) 


h 
hrr 
R> of mt” dt = e 
o 


ipi R an AASE) 


À r di. à her Ar+' 
Ainsi Rest compris entre M et ——————— m. 
1.2...(2+ 1) 1.2...(2 +1) 
Donc (n° 117), si la fonction proposée.et toutes ses dé- 
rivées, jusqu'à la (7+-1)*"*, sont finies et continues entre 


les limites x et x + h, R pourra être mis sous la forme 
Art “ h 
E EEA CEI 


8 désignant une quantité positive moindre que 1 : ce qui 
s'accorde avec ce qu'on a trouvé par d’autres méthodes. 
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TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. 


SUITE DES INTÉGRALES DÉFINIES. — INTÉGRATION PAR 
LES SÉRIES. 


Intégrales dans lesquelles les limités deviennent infinies. — Intégrales 
dans lesquelles la fonction sous le signe f devient infinie dans les 
limites de l'intégration ou à ces limites. — Intégrales définies indéter- 
minées. — Intégration par séries. — Exemples. 


DES INTÉGRALES DÉFINIES DANS LESQUELLES LES LIMITES 
DEVIENNENT INFINIES,. 


386. Nous avons jusqu’à présent supposé que, dans 
b 
l'intégrale | f(x)dx, les deux limites a et b étaient 
a 


finies, et que la fonction f (x) était finie et continue entre 
ces mêmes limites. Nous allons maintenant chercher ce 
que devient l'intégrale lorsque l’une des limites, b par 
exemple, est infinie, f (x) restant finie et continue. Dans 


b 
ce cas, la valeur de l'intégrale est la limite de | f(x) dx, 
a 
quand à croit indéfiniment. Cette valeur peut être finie, 
infinie ou indéterminée, comme on le verra par les exem- 
ples suivants. 


387. 1° s fe 
o 


On a d’abord 
fee =—et+cC. 
D à 
onc J En ho 


et, en faisant b—«, 


w 
f ul i aN 


vo 
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Si l’on construit la courbe y =; on obtient une bran- 

Fig. 76. cheinfinieasymptote à l'axe Or : 
y l'intégrale définie représente 
laire comprise entre cette bran- 
che, l’ordonnée -OA et laxe 
MTO T Or. 


aoo 
2° J “dr. 
o 


On a, dans ce cas, 


b a D 
fees, J edr =s 
o o 
‘30 SE à 
k -pe 


L'intégrale indéfinie est 


Arf, arc tang = + C 
PFO ON TEO } 


Par suite, 


f'_dx EA de à 
4 PFO c 0 se? 


so - =E arctango = À 
donc tpe c a T 
o 
PP dx 
o — e 
á | = 
a 
ab b re 4 
On a J dE E J Eo 
x a x 
a a 
aD 
5° J cos rdx. 
u 


Ona 
ab 
cos x dx = sin b; 


http://rcin.org:pl 


TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. 369 
‘mais quand b tend vers l'infini, sin à ne tend vers aucune 
a 
limite déterminée. La valeur de l'intégrale | cos x dx 
o 
est donc indéterminée. 


388. On peut quelquefois reconnaitre si l'intégrale 


b 
fre 


a une valeur finie quand b devient + :. 
Supposons b très-grand, mais non infini : en appelant 
une quantité comprise entre a et b, on a 


ab" k nb 
| Aard = f f(x)dr + | f(x)dx. 
va va «V/k 


Puisque f (x) ne devient pas infinie, la première par- 
tie de l'intégrale est une quantité finie; il suffit donc de 


b 
savoir si l’autre partie | f(x)ax est finie. Mettons f (x) 
sous la forme 


elz) 
2r 


kd 


S(z)= 


w (x) désignant une fonction qui reste finie pour toutes 
les valeurs de x plus grandes que k. Soit M la plus grande, 
et m la plus petite des valeurs de w (x), pour toutes les 
valeurs de x plus grandes que À : on aura 


m 


>f) > 


ab b dx 
Î Sode <m | > 
[re re PES Vo mL 


I. 2° édition. 24 


On aura donc 


ou 
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Or, quand n est © 1, le second membre de cette inégalité 


M PT 
=, Donc l'inté- 


kr 


se réduit, pour b= œ, à 


— 1 
a 
grale f f(x)dx a, dans ce cas, une valeur finie. Si n 
a 


est < 1, on aura 


b dx 


b 
freae>n , 2” 


La 


ou 
ab’ A 
J Sade SH (D), 
k 
Or, 1 — n étant positif, le second membre de cette inéga- 


b 
lité devient infini pour b = « : done | f(æ)dr, et 
k 


b 
par suite | f(x)dx, est infinie pour b = œ . 


Enfin, si n = 1, on a 


b naeran b : 
frac>n f rs (5): 


mais ] (3) = æ% quand b= « : donc 


$ ftalds= © . 
k 


La mème remarque s'applique à l'intégrale 


b 
y S(xz)dx, 


quand on peut mettre f(x) sous la forme gie) 


R o (x) 


restant finie pour toutes les valeurs de + comprises entre 
— et une certaine quantité moindre que b : cette 
intégrale est finie si z est > 1, et infinie si z est Sı. 
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INTÉGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS LE 
SIGNE fosvienr INFINIE ENTRE LES LIMITES DE L'IN- 


TÉGRATION OU A CES LIMITES. 
389. Dans le cas où f(x) devient infinie pour x — b, 


b 
on définit f f(x) dx comme étant la limite de l’inté- 
ias 


b—e 
grale (x) dx, lorsque £ décroit jusqu’à o. 


a 


b 
De même, si f (a) =æ , on définit | f(x)dx comme 


a 


b 
la limite de | f(x)dx, quand £ décroit jusqu’à o. 
a+: 
Enfin, si f (c) est infinie ou discontinue, c étant une 
quantité comprise entre a et b, on pose par définition 


+n 


b c—e b 
f S(x) de = lim f f(x)dx + lim f(x)dx, 


quand £ et n décroissent jusqu'à o. 
On voit, d'après cela, comment il faudrait définir 


b 
f f(x)dx, si f(x) devenait infinie ou discontinue, 


pour un plus grand nombre de valeurs de x comprises 
entre a et b. 


390. Quand la fonction f(x) devient infinie à l’une 
des limites ou entre les limites, on peut souvent recon- 
naître si la valeur de l'intégrale est finie ou infinie. Sup- 
posons, par exemple, f(b) = œ% : soit 


_ rt). 
FE) GES 
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n étant un nombre positif et z (x) une fonction qui ne 
devient pas infinie lorsqu'on fait x£b. Appelons kune 
quantité comprise entre a et b et aussi rapprochée de b 
que l'on voudra; on a 


ah k b 
J rate [ fiate+ f f(z)de. 
a a Á 


k 
Or f f(x)dx a une valeur finie. Il suffit donc de 


b 
savoir sf f(x)dx est finie. 
k 


Désignons par M et m deux constantes entre lesquelles 
T(x) reste comprise, lorsque x varie de k à b. On aura 
pour ces valeurs de x, si n est < 1, 


M 


ANa 


par suite, 


b—e 
Mdr 
r)dr < 
4 f f T 


< lé — kr — a], 


Quand £ tend vers o, le second membre de cette iné- 


(8 — kj. neei 


b—: b 
lim [ J(x) dx, et, par suite J J(x)dx, a 
vk a 


une valeur finie. 


Re z M 
galité tend vers la valeur finie : 


Je dis maintenant que, si l’on a n > 1, l'intégrale pro- 
posée est infinie. En effet on a 


SD e me 
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par suite, 
b— [4 b—e 


(x)dx > m 


k k 


m fi 1 
> =- aos |; 
n—i [== (b — | 
n étant une quantité > 1, lorsque € tendra vers zéro, 
le second membre deviendra infini. Donc, à fortiori, 


b 
$ f(x)dx tendra vers l'infini. 
k 


dx 
(b — z)" 


Il en serait de même si l’on avait n = 1; car, de Piné- 
galité 
m 


fiz) > EEF 
on déduit 
asb—e nab—z dz 
| S{z)dz > m } FES 
>7/1 = 4t 


Le second membre devient infini quand € s’annule; donc 
b b 
if f(x)dx, et, par suite, f f(x)dx elle-mème sera 
k a 
infinie. 
391. ExemrLes. 
A Fe Pur Las 
J Val br 7° A 


a et b étant deux quantités positives, et P une fonction 
de x, qui ne devient infinie pour aucune valeur de x, 
comprise entre a et b. On peut écrire 
P w P s i r(x) 
Vo hr m Vrab+tz Vb=x |, 3 


en faisant 
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Comme l’exposant de b— x est <1, il résulte de da 


b 
règle établie ci-dessus que EN PAT a une va- 
i a V26 — br — r 
leur finie. 


2° rf dz 
fe Vi—z 


on à 
dx MoAA 
= = — 2 yI — r. 
Vi 
1—e 
dr r 
Done $ CELOTEN 
o I— x 
: 1 dr 
et, par suite, = 
o Vi—x 


Pour interpréter ce résultat, construisons la courbe 


16 Tres : cetle courbe a pour asymptotes l'axe des xet 
une parallèle AP à laxe des y menée à la distance OA —1. 
Fig. 77. È Le ‘dx 
ba On voit alors que - re- 
y Je o We 
/ présente l'aire comprise entre 
B} OB, OA, la courbe et son 
~o 7 asymptote AP. Ainsi, quoique 


| ce segment s'étende à l'infini, 
| son aire a néanmoins une valeur 
finie. 


DES INTÉGRALES INDÉTERMINÉES. 


392. Une intégrale définie peut quelquefois devenir 
indéterminée, c’est ce qui a lieu pour l'intégrale 


œ 
f cosxdr = sin% — sino, 
0 
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car sinx, lorsque x tend vers l'infini, ne tend vers au- 
cune limite déterminée. $ 
En voici un autre exemple : soit l'intégrale 


a et b étant deux quantités positives quelconques. Comme 
I . . : . 
5 devient infini pour x = o, valeur comprise entre 


— a et + b, il faut poser 


+b dr —e dx +b > 
f = lim f E lim f 5 
SEN ee n z 


et faire tendre £ et n vers o. Or, 


ad d. 
i L lmla, Re pr 2 fs 
as z 


a € n 


done 


aN b d 
f CAUSE EE E e a 
Æ 


b E 
iii (2) ai (6) 
Par conséquent, 


PAAR 


Mais comme il mexiste aucune dépendance entre les deux 
20 ; : Ye 
quantités variables e et n, - ne tend vers aucune limite 
n 


déterminée, et par conséquent l'intégrale est indéterminée. 


INTÉGRATION PAR SÉRIES. 


393. Étant donnée une différentielle f (x) dr, & l'on 
peut exprimer f (x) par une série convergente 


(£) f (x)= u Ht tst.. H Mn H Tes 
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on aura, en multipliant par dx, et en intégrant entre deux 
limites a et b, 


b b b 
(2) [ro f mar + f u; dr +... 
a a a 
h b 
+f mdrs f Tade. 
a a 


Si la série (1) est convergente pour x=a, xr=b et 
toutes les valeurs de x comprises entre a et b, on peut 
supposer r,< £, € étant une quantité aussi petite que l’on 
veut, pourvu que z soit assez grand. Dès lors 


b b 
[ rs de< f cdr, 
a a . 


ou A 


f de <s (b—a). 


b 
Donc f r, dæ décroit jusqu’à zéro quand z augmente 
“a 


jusqu'à l'infini. Il en résulte que la série 


b h b b 
[euf uade f wdet... f ü da +... 
a a a a 
b 


est convergente et qu'elle a pour somme | f(x)dx. On 
a 


peut remplacer la valeur fixe b par l'indéterminée x, et 
il vient 


(3) [ro fur f ude. 


394. Cette formule est encore vraie pour x =b, 
même lorsque la série u, + u, + um +..., convergente 
quand x est moindre que b, devient divergente pour 
t=b, pourvu que la série (2) soit encore convergente., 
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En effet, quelque petite que soit la quantité positive €, 
ona 


raz f udet f 


a 13 


1b—3 rĝ— g 
mde+ | u,dr +... 
a 


Or les deux membres étant des fonctions continues de x, 
qui ont constamment la même valeur, leurs limites pour 
e = o doivent être égales. Donc 


ab . ab Ab ab 
J far = | u, dx +] mde- | usdr +... 
a a a a 


395. En général, si la formule de Maclaurin donne 
pour f (x) une série convergente, 


Se) = Fo) + afio) + Z S" lo) + (0) + 2, 


on aura 


free = c+arto)+ Žo: L Co) EL 


Si l’on veut en déduire l'intégrale définie | JS (x) dx, 


c'est-à-dire si l'on veut que l'intégrale commence à x =0, 
ou soit nulle pour x = o, il faudra que C soit nul. On a, 
dans ce cas, 


LE 1 


y? 5 

fizjde=af (0) + <= f'(0}+ = f'{o) +... 

Le 1.2 1.2.3 
EXEMPLES D'INTÉGRATION PAR SÉRIES. 
de ~k , 
396. 1° t =l( +2). 
JI-F 
Par une simple division on trouve 
t — r 4a m Æ E s 
= I —r 4p EN ia A a — : 
1+ x + + x 
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Donc 

< dA 
TE 


w 3 sh az” s 
li+a=a— 2+ tt 


Quand x est moindre que 1 en valeur absolue, la série 
1—x+x —2°+... est convergente; donc la série 


2e a gi d 6 Mye 
DR | ep Tikkie l'est aussi entre les mêmes limites 


de x. Donc quand — 1 < x < +1, on a 


xr 
4 . ax” dx 
On peut démontrer directement que f © tend vers 
I æ 
o 


zéro quand nz augmente indéfiniment. 
En effet, si x est positive, on a 


<r, 


IT 


T d. ti o 
De cf rue ; 


Or quand n augmente, le dernier membre tend vers zéro. 
Donc, en arrêtant la série à un certain terme, l’erreur 
commise sera moindre que le terme suivant. Cette erreur 
sera en plus ou en moins, suivant que le dernier terme 
employé sera de rang pair ou de rang impair. 

Quand x est négative, en désignant par « une quan- 
tité plus grande que x, mais moindre que 1, on a 


donc 


z q" 


et, par suite, 
z dx ath 
f aA FOUA) 


vo 


expression qui tend vers zéro lorsque n augmente jusqu : 
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l'infini. Dans ce cas, l'erreur est toujours dans le mème 
sens. 

Si l’on avait x= 1, la série 1—1 -+1—1 +1 —. . . ces- 


° > Pr I I I 
serait d'être convergente, mais Ja série 1— bag Eat E- 


3 4 


le serait encore, et représenterait 12 (n° 394). On a donc 


I Eaa E 
2=1— -+5 —- +.... 

E 

"E sde 
2° y = arc tang v. 
1+ r’ 
o 

On a 

1 PF 

=i t tat— xt... Ei E 
1 + x ; a pT E T 


n étant un nombre positif impair ; si l'on intègre les deux 
membres et qu’on désigne par arc tang x le plus petit 
des arcs positifs ayant x pour tangente, on trouve 


Cu RE 2 ANR Ya PE a+ de 
arc tan = — + ht, ET PT 
7 3 5 7 nt L 1+ 2? 


La série 1— x? + x* — xê +... cesse d’être conver- 

$ ms aa ; 
gente pour x= 1, mais la série x —++7—... l'est 
J 


encore pour T = 1; on aura donc 


arc tang 1 = 


4 


x AET y 
a = = dréan tr. 
i yı — 2 


Par la formule du binôme, on aura 


I 12 1 ree j 13S g 
(1) e 24° T3.4.6 see 


Vi — z 


Multipliant le second membre par dx et intégrant, il 
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vient 
(2) acana eaa CS 
SY, 2 3,7. AD e 


série convergente quand on a —1 <x < 1, puisque la 
série (1) est convergente entre ces limites. 
La série (1) cesse d’être convergente pour x = 1; néan- 


. . T. élia 
moins, comme pour £= 1 = sin Ż la série (2) est en- 
core convergente, on a (n° 394) 


11 da E 


r 
ET E TN ES 


On trouve une série plus convergente, en faisant 
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TRENTE-TROISIÈME LEÇON. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL INTÉGRAL. 


QUADRATURE DES AIRES PLANES. 


Formules générales. — Quadrature des courbes rapportées à des coor- 
données rectilignes. — Quadrature des courbes rapportées à des coor- 
données polaires. 


FORMULES GÉNÉRALES. 


397. Soit CMD la courbe dont l'équation en coordon- 
nées rectangulaires est y= f(x), 

et représentons par u laire 
| M_?—  ACMP. Fn appelant x et y les 


| c # coordonnées du point variable M 
| Se | (n° 207), on aura, 


Oj ER ET E du = yda = f(x) dr. 
| 


Fig. 78. 


Par conséquent u = ff (x) dx. 

Si l’on veut que l'aire soit limitée à l’ordonnée CA 

correspondant à l'abscisse OA — a, l'intégrale doit com- 
mencer à x= a, et l’on a 


.= if “ f(æ)ds, 


æ représentant l’abscisse d'un point quelconque de la 
courbe. 

Enfin, si on limite de même l'aire à l’ordonnée BD 
correspondant à x = OB = b, on a 


b 


u = aire ABCD FES S(r) dx. 


Si les axes étaient obliques, on aurait, en appelant 0 
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l'angle des axes, 


b 
aire ABCD = sin 9 f S (x) dx. 
a 


398. L'intégrale définie est la somme des valeurs infi- 
niment petites de la différentielle entre les denx limites a 
et b. Or, si l'on suppose, ce qui est le cas ordinaire, que 
dx soit positive, f(x) dx ou la différentielle de l'aire 
Fig. 79- sera positive ou négative, sui- 

vant que f(x) ou l’ordonnée y 

sera positive ou négative. Par 

c D conséquent, l'intégrale représen- 

EL z terala différence entre la somme 

des segments situés au-dessus de 

l'axe des x et la somme des segments situés au-dessous, 

de sorte que, si l’ordonnée change de signe, deux fois par 
exemple, entre les ordonnées AC et BD, on aura 


b 
f f(æ)dr = ACH — HIK + KDB. 


La somme de ces segments serait donnée par 


S Aet f Aeris fre. 


en désignant par et k les abscisses OH et OK. 


399. Si l’on voulait avoir la mesure de la surface com- 
Fig. 80. prise entre les deux ordonnées 
CA, MP, l'arc CM et lare C'M' 
d'une autre courbe ayant pour 
équation 
y'= (x), 
on aurait 


3 æ z z 
aire CC’ M'M =í ydx AN y'= f (y —y') dz. 
a a a 
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EXEMPLES DE QUADRATURES DE COURBES RAPPORTÉES À DES 
COORDONNÉES RECTILIGNES. 


400. Soit d’abord, comme exemple de la théorie pré- 
cédente, une parabole quelconque y” = px", m et n étant 
positifs. Soit aire OMP = u; on a 


1 m 


du = ydx = p"zx" dz, 


d’où 
I mn 
fagrar 
w= ydi = P'z . 
f m+n 
Fig. 8r. Ce résultat peut s’écrire 
yl AA ım 
ai D, 2. 
2 u= Parsa æy. 
PAU m+n m+n 
224) 208 EA 
RUE xi Or, xy représente l'aire du rec- 
RS tangle OPMQ construit sur les 
+ coordonnées du point M. On a 
done 
OMP : OPMQ =n: (m + n), 
ou 


OMP : OMQ =n: m. 


Ainsi, la parabole partage le rectangle OPMQ dans le 


rapport constant de 7 : m. 


401. Réciproquement, il n’y a que les paraboles qui 
jouissent de cette propriété. En effet, la proportion pré- 
cédente peut s'écrire 

u:(zy—u)=n:m, 
d’où 
(m+n)u = ney. 


Par conséquent, on doit avoir 


(m + n)du = nrdy + nydr, 
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ou, puisque du = ydx, 


(m + n)y dr = nady + ny dr, 
ou enfin 
my dx = nx dy. 


Ce résultat peut se mettre sous la forme 


dæ dy 
m — = nr —; 
x y 


d'où, en intégrant, 
nly=miz+C ou ly"=lr"+cC. 


Mettant C sous la forme lp, il vient, pour l'équation 
générale des courbes qui possèdent la propriété dont il 
s’agit, 

DS 
ou 

JAP 


Dans le cas de la parabole ordinaire y? = px, on a 
n= 2, m= 1, et par suite 


u = 3 TY. 

402. Considérons, en second lieu, une courbe du genre 

Fig. 82. hyperbole donnée par l'équation 

CE SL — P> 

m et n étant deux nombres en- 
tiers positifs. On n’a représenté 
dans la figure que la branche 
située dans l'angle yOx, et qui 
a pour asymptotes les deux axes. 
Supposons » >> m. Soient u—ACMP, OA =a, OP=x. 


On à 
x ES 
u= f yde = A pra te, 
a a 
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et, en effectuant l'intégration, 


I n= m n= m 
n a 
T= p“ z Le — 2 R ). 


n —— m 


On voit que si x augmente jusqu’à l'infini, Paire ACMP 
augmente aussi jusqu'à l'infini. Mais, au contraire, si, 
laissant MP fixe, on fait décroitre a jusqu’à o, la surface 
augmente continuellement, mais en restant toujours finie, 
et à la limite, quand a = o, cette aire se réduit à 

E E= pi 


n n n 


P T 


n — m 


Ainsi la surface ACGH tend vers une limite finie, à me- 


sure que le point G se rapproche de plus en plus de 
l’asymptote Oy. 


Tr ; A ue 
Cette limite, égale à A p ž:z ” ou bien à 
es | à 


n 


y; W est dans la rapport constant de n à n — m 
e db 
avec le rectangle OPMQ = zxy. On a donc la proportion 


u:zy=n:(n— m), 


en désignant par u l'aire indéfinie qui cependant a une 
valeur finie. 


403. Réciproquement, il n’y a que les courbes com- 
prises dans l'équation z" y”= p qui jouissent de cette 
propriété. En effet, on déduit de la proportion précédente 


n(n — m) = nzr, 
d’où 
(n — m)du = nz dy + ny dx. 


Comme du — ydx, il vient, en réduisant et divisant 
par æy, 


I. 2° édition, 25 
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Donc, en intégrant, 


nly =C — mlz; 


ou bien, en faisant C =l] p, 


ly n— | 7? 
d’où Cd dl + LÀ 
Dans le cas particulier où m = n, l'équation 
AT P 
revient à la suivante 
TJ —= PI 


qui représente une hyperbole équilatère du second degré. 
On aura 


dx 
y= =, done  ydr= p —, 
Ra 
et, par suite, 
x T 
u = plx +C = pl-. 
a 
Si p=1, a = 1, 0n aura 
u—=1lx, 


c'est-à-dire que l'aire est égale au logarithme népérien de 
l’abscisse (n° 214, 2°). 


404. Soit maintenant le cercle, dont l'équation est 


J+r = a; 
on en tire 
T=Va— x. 
Fig: 83. Considérons un segment quel- 
y) conque COPM, limité à laxe 
(9 u des y, et à une ordonnée ar- 
rar bitraire MP. Nous aurons, en 
k \ désignant par u laire de ce 
2 i 
V4 I 
B PRET TI segment, 


A x 
x 

(1) «=f dx Va? — r; 
Vo 
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en intégrant par aati il vient : 


(2) Java a x Va — x° — z° AE 


a — x 
Mais 
[== _ f(æ—e+ at) dx 
Var | Va — z? 
Eh <- Eas 
= == = dx Va — r’. 
Va — x? 


Portant cette valeur dans l'équation (2), transposant 
et divisant par 2, il viendra 


L -——— —— 
Eu, _ 2 2 
Java ee LE ae TEN 
A 2 SZ Va— r’ 
Mais 
P- 2e . æ 
nu = arc sin— + C; 
SA NRR D s 
done 


z — zya — z a = 
u = dx æ — z = ———— + — arcsin —- 
2 2 a 


On déduit de là laire du secteur COM. En effet, le 
4 Va: — x? 
2 


chant du segment, on aura done 


triangle OMP a pour mesure ; en le retran- 


a° AE a PE a 
secteur OCM = — arc sin — = — a arc sin — = — arc CM, 
> a 2 a 2 


c'est-à-dire que l'aire du secteur circulaire a pour mesure 
le produit de larc qui lui sert de base multiplié par la 
moitié du rayon. 

25. 
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405. Passons à lellipse, dont l’équation est 


ay? + bart = a! bi, 


Fig. 84. et soit u le segment OPMB, li- 
A mité à l'axe des y et à une or- 
FN z . 
al AN donnée quelconque MP. On tire 


EN, de Péquation de ellipse 


0j P A £ ® y= b Va: Se at 
T a 


Donc, 


Décrivons sur laxe 2a comme diamètre une demi- 
circonférence, et soit w laire du segment COPN : on a 
ax 
aa | dx Va — t’, 


vo 


d’où l'on déduit 


Ainsi le segment elliptique et le segment circulaire, 
qui correspondent à la méme abscisse, sont entre eux 
dans le rapport constant de b à a. Il en résulte que si 
l’on désigne par S la surface entière de l’ellipse, et par 
S' la surface du cercle, on aura 


SiS = ba, 
d'où l’on tire, à cause de S = za’, 
S=- Xr = rab: 
a 
donc la surface de l’ellipse est moyenne proportionnelle 


entre les surfaces des deux cercles qui ont pour dia- 
mètres respectifs les axes de l’ellipse. 


406. Les deux triangles OMP, ONP, qui ont mème 
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base OP, sont entre eux comme leurs hauteurs. Donc 


OMP _MP_ b 


ONP NP g 


et comme d'ailleurs 


u b 
Kia? 
u — OMP _ b 
on aura S a 
OBM b 
bé OCN a’ 


ce qui permettra d'évaluer le secteur elliptique OBM, 
puisque l'aire du secteur circulaire OCN est connue. On 
passera de là facilement à l’aire d’un secteur quelconque. 

On peut diviser l’ellipse en un certain nombre de sec- 
teurs égaux, quand on sait faire la même opération pour 
le cercle. Il suffit de diviser le cercle en parties égales, 
puis de mener, par les points de division, des perpendi- 
culaires à OA. Si l’on joint le centre aux points où ces 
ordonnées rencontrent l’ellipse, on aura divisé cette 
courbe en secteurs égaux. 


407. Pour l’hyperbole, dont l'équation est 


Fig. 85. si 5 
y=z Va, 
yi 
| ¥ S laire du segment AMP est don- 
pr La 
A née par la formule 


a 
va 


E Re 
of F s u=- f ye — adx. 
En intégrant par parties, on a 


i — —_— * ade 
[v= adr = t \x° — a — Í Sia 
e 4 y er 
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Mais 
J: dr T pE +a)de, 
J (xt — a = [= y a — aà 


dx 
= fées + af an 
Vx?— a 


et (n° 347, 1°) 


dx ; ES 
flee) 
on a donc 
EEE 
d’où 


408. Comme dernière application, considérons la cy- 
cloïde AMD engendrée par le mouvement du cercle ANB 
roulant sur la droite BD. Prenons pour origine des coor- 

Fig. 86. données le sommet A, et pour 
axes la normale et la tangente à 
la courbe en ce point. L'équa- 
tion différentielle de la cycloïde 
est alors 


dE — dy y= 
Pi 
On aura donc 


PI 
aire AMP = | y dx = | dy \2ay — y’. 


vo 


Menons MQ perpendiculaire à AB, et soit AQN le seg- 
ment déterminé par MQ dans le pa ANB. En obser- 
yant que QN = y2ay — y*, nous avons 


y 
segm. AQN = f dy V2ay — y, 
o 
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done 
AMP = segm. ANQ. 


Si l’on fait £x = Ta, el par conséquent y = 24, on aura 
na? 
ADG = —- 
2 
Retranchant cette aire de l'aire 27a? du rectangle ABDG , 
et doublant, on aura 
2 aire AMDB = 37 a?; 


c’est-à-dire que L'aire comprise entre la cycloïde et sa 
base est égale à trois fois laire du cercle générateur. 


QUADRATURE DES COURBES RAPPORTÉES À DES COORDONNÉES 
POLAIRES. 


409. Si u désigne l'aire du secteur COM, on aura 
Fig. 87- 


Vs de= = r°d9, 
LE VAE 8 étant les coordonnées po- 
ü L laires du point M; par suite, 


«=? fras, 


cette intégrale ayant pour limites les valeurs de 9 qui cor- 
respondent aux points Cet M. 

MO. Soit comme application la spirale logarithmique, 
dont l'équation est 


M6. 
r= ae" > 
on aura 
ait | apon $ r° 
= + [ed = M0 LC — + C. 
2 4m m 
Fig. 88. 
Posons OC = r’, et faisons dans 
la formule r = 7”; il vient 
M/ 1 
cf \ Fr 
à s r” 
N pe i; o0=— +C; 


4m 
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par suite, 


Si le point C se meut en rétrogradant sur la courbe, le 


rayon vecteur OC décroit jusqu'à o, et l'aire du secteur 
dt A7 
tend vers la limite -—. 


4m 


MA. La quadrature des aires curvilignes est quelque- 
Fig. 89. fois rendue plus facile par l’em- 

ploi des coordonnées polaires. 
Pour en donner un exemple, 
soit la courbequi a pour équation 


(1) + y — ary =o. 


Cette courbe, connue sous le nom de folium de Des- 
cartes, se compose de deux branches infinies qui se tra- 
versent mutuellement à l’origine, et qui ont pour asymp- 
tote commune la droite dont l'équation est 


er NT 3 =20. 

Avec les coordonnées primitives, la question qui 
nous occupe exige la résolution d'une équation du troi- 
sième degré; mais si l’on prend l'équation polaire de 
la courbe, en plaçant le pôle au point O, on maura 
Jamais qu'une seule valeur du rayon vecteur pour une 
direction donnée; car l’origine étant un point double, 
l'équation devra être satisfaite pour deux valeurs nulles 
de r, et par conséquent le premier membre sera divisible 
par r°. 

Si l’on prend Ox pour axe polaire, il faudra remplacer 
x par reos et y par rsin dans l'équation (1), ce qui 
donnera 


r° (cos 9 + sin 8) — ar’ sin8 cosh — 0, 
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ou bien, en supprimant le facteur r? et résolvant par rap- 
port à r, 

a sin cos 
(2) r = -~ 
sin* 9 + cos’ 0 


D'ailleurs, u désignant l'aire du segment OAM, on a 


1 9 
u= J r’ dô. 
2 Jo 


Donc, en remplaçant r par sa valeur, nous aurons 


ÿ 


1 a?sin?’ 9 cos? 4 


u =- ——— 
2 Jo (cos'9 + sin’0* 


ou bien 


+ô 
tang?0 


cos? ÿ 
2, (1 +tang0} 


Pour trouver cette intégrale, posons 


3 


nj =z où = 2 
1 + tang’ 0 , d'où dž 3 tang0 = 


et, par suite, 
tang’ 0 —- 
E a R E à 1 


J (i+ tang 6} 2 33 
1 


3 (1 + tang’ 0) 


2 


+ 


En reportant cette valeur dans u, on a 


La constante C devant être déterminée de manière que 
2 


qr a ; 
laire soit nulle pour 8 = o, on a C = g ` Par suite, 


nS tang’ 
FO + tang 9 


u 


http://rcin.org.pl 


394 COURS D ANALYSE. 
On obtiendra l’aire de la feuille entière, en faisant 


T = F a? 
6 = = dans la valeur de u, qui devient alors gie la 


ses. M ue l'on peut écrire 3 es 
ES e n RTE TV. 
1 + tang’ q P 1 + colp 


fraction 
égale à 1 pour 9 =2. 
2 


EXERCICES. 


4. Calculer Paire que renferme la développée d’une ellipse dont 
les axes sont 2a et 2b. 


: 220") 
SOLUTION. ER SG 


2. Trouver en coordonnées polaires l'équation de la’ développante 
d’un cercle, l'expression d’un arc de cette courbe et celle du sec- 
teur compris entre cet arc et les droites menées du centre du cercle 
aux extrémités du même arc. 


: Vre 
SoLUTION. — Équation de la développante... d9 = —— dr. 
a | 
Arc de la courbe ............ ÿ= ÿr=e 
2a 
Aaa A E E a LA AT z (P= a) : 


3. Trouver Paire contenue dans la portion fermée de la courbe 
w +y — azry = o 
qui se trouve dans angle des coordonnées positives. 


3 ra 
SoLUTION. 5" 
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TRENTE-QUATRIÈME LEÇON. 


RECTIFICATION DES COURBES PLANES. 


Formule générale. — Application à divers exemples. — Parabole. —- 


Ellipse. — Hyperbole. — Cycloïde. 


FORMULE GÉNÉRALE. 


412. Si l’on désigne par s un arc de courbe compris 
entre un point fixe et un point de cette courbe, dont les 
coordonnées rectangulaires sont x et y, on aura 


dd yda? + dy’. 
Il suffira donc, pour trouver la longueur de l'arc, d'in- 
tégrer ydx° + dy* entre des limites convenables, après 
avoir remplacé x ou y par sa valeur tirée de l'équation 
de la courbe : si y, par exemple, est fonction de x, on 
prendra 


RECTIFICATION DE LA PARABOLE. 


M3. Si, par exemple, nous voulons trouver la lon- 
gueur d'un arc de la parabole dont l'équation est 


J’ = 2Pz, 
il faudra, dans la formule 
ds = ydr + dy’, 
où nous supposerons x fonction de y, remplacer dx par 


sa valeur tirée de l'équation différentielle y dy = pdx, ce 
qui donnera 
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Nous avons donc, si l’arc doit commencer au sommet de 
la courbe, 


s= E [ dy Vr +p. 
P 


«0 


En intégrant par parties, il vient 


yd 
fo Vr'+p Lp=y\Vr+p +p - [a 
J 


mais on a 


PE [orr ET ft 
PHP u TEE 


Par conséquent, en substituant et transposant, 


Re ES DL: 
2 POP +r SINE + P+P | EE 
ANCFT 


Or (n° 347, 1°) 


e d ~ / TETE 
== =| (y+ Vy +?) +C; 
vre -pF 
donc 


i aoaaa NAE i a Sie 
Pp fa V+ = hasa en FEAE +p) +c. 


5 
L'intégrale devant s’annuler pour y = 0, on aura 
E] ANT. TN T 
o=? Pp+G d'où C = 3123 
en substituant cette valeur dans la formule, il vient 


w ESER api (2 $ EE). 
2 


2p 


RECTIFICATION DE L ELLIPSE. 


414. Considérons l'arc d'ellipse BM, compté à partir 
du sommet B du petit axe ( fig. 84, p. 388). 
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De l'équation de la courbe 


ay? + b — ab’, 
on tire 


on aura donc 


o N à DI TEEN 
A a CV TRE De) 
ou bien 
ai — (a — b’) 2? 
ds = dz VE . 


Posons pour simplifier ÿa*— b? — aê, e désignant l'ex- 
centricité, c’est-à-dire le rapport de la distance focale au 
grand axe : il vient 


a nm Px? 
ds = dx ——. 
a — xt 


Comme x varie entre o et a, on aura toutes les valeurs 
de æ en faisant 


x = asing, 


l'angle ọ variant de o à = : ilen résulte 
— ësin? CARES TOC 
ds = ad cosg VE = ady y 1 —eésin’e. 
Nous aurons donc enfin 


? PRAIRIE aS 
= arte | deVi—esine. 
o 


M5. L'intégrale fo; dọ V1 — csin? g est une fonction 


vo 
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transcendante dont la valeur ne peut être obtenue que 
par un développement en série. La formule du binôme 
donne 


; 1 11 
— esin’)? — 1 — — esin? p — — > et sin'o 
(1 — e sin’) ı—z esin? 54° sin'e 
T 3 PA AART 
e sinp — —z esinte — 
ROUTES a. 7 


On a donc pour l'arc BM 


exe f desing -ize fa sinto 


Les intégrales du second membre s’obtiendront en substi- 
tuant 4 à x dans la formule (G) du n° 376, ce qui donne 


| firra =— r [sin Fe 1 sin”—y 


i (m—1)(m—3) -ms (m—1)(m—3)...5.3.1 . 
2) | + sin DAME TE a rain | 


(m—2)(m—#) 
| et AC PAP 1 
(m— 2)(m— 4)...4.2 


Sfr 


On ne met pas de constante arbitraire parce que cette 
intégrale doit commencer à zéro. 
M6. Si l'on veut avoir le quart de l’ellipse, il faudra 
. T . , . . 
faire ọ = a dans toutes les intégrales. Cette substitution 


effectuée dans la formule (2) donne 


3 3. VE — 3 — r 
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On aura donc 


z 

rT RE o ADE 

$ a Le 6% SRE AA y 

LIT A OR 
METAL ET E 
et par suite 

BMA = (Se oala ; 
2 ) INSA ) 


EREE Y NERE 
(se) slra) 
série convergente, et d'autant si que e est plus petit, 
ou que a diflère moins de b. Lorsque l’ellipse s'écarte peu 
du cercle décrit sur le grand axe, il suffit de calculer un 
petit nombre de termes de la série pour en avoir la valeur 
avec une approximation suffisante. 
M7. On aurait pu parvenir à la formule (3) sans re- 
courir à la formule (2). En eflet, si, daus la relation 


7 sin"—' — A 
firgde= — Et $ M f'singag, 


. , TUY , Lis 
on prend les intégrales entre les limites zéro et z On aura 


ni 
2 


wi 


a 


m— 1 
sinod o = sin" gedo. 
y inodo = | sin” odo 


On aura de même 


2 Le 
[sas = z — s 1e sin”"—tede, 
ns ê pi 
MER TS E ET 
f sin™—‘ydọ = pay | sin”"—ode, 
z PETE à AE M AS se . 
2 


las, 
 htip//rcimorgpl 
| 
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Par suite, en multipliant toutes ces équations terme à 
terme, on aura comme plus haut (416) 


T 


ae r a due T 
L m(m—2)...4.2 2 


el substituant dans la valeur de s, on retombera sur le 
résultat déjà trouvé. 


418. Il est facile de trouver sur la figure l’angle y 
donné par l'équation 


x = a sin 9. 
Or, si l’on décrit sur le grand axe de Pellipse comme dia- 


mètre une circonférence (fig. 84, p. 19%) et que l’on 
joigne ON, on aura 


OP = x = ON cos PON — a sin CON; 
par conséquent langle CON est l'angle 9. 


RECTIFICATION DE L HYPERBOLE. 


M9. Dans le cas de l'hyperbole, représentée par l'équa- 
tion 
ay? nes br = — a&b’, 
on a 


6 2 2 2 2 nm 
dde |/1+ RE dr (far 0')e— a. 
ay? 


a? (x? AN a) 
Posons, pour simplifier, 
Va? + b— ae, 


e représentant le rapport de la distance focale à laxe 
transverse. Il viendra 


ex a? 
ds = dx — : 
x? — a? 


Comme x varie entre a et l'infini, posons 


#—= —, 
coso ` 
BIBLIOTEKA 


ZAJEWICZA 


TRENTE-QUATRIÈME LEÇON. oi 
. a R 
ọ variant de o à a On aura 


de — 498 ọdọ 
cos’ o 


et, par suite, 


aed A4 
ag yare — a*cos’g e — a’ cos?’ g = tet — 
0° \ 


cos’ 9 


dics 
Le 


Donc 


? dy cos?’ 9 
s = arc AM = ae — I x 
A cos'e V > e 
Pour obtenir cette intégrale, on développera le radical 
? -. 
y- 22 par la formule du binôme, et il viendra 
La 


1 cos? 1 1 cos‘? 


A A NET M NNSE 
s=ae | cos’ g Ex 109,2 .(22 —3) cos" g 4 
PRG: - 20 ir 

d'où 

1 1 cos 9 
1a a Aa Me e 

s= acung ttet f S.Si dọ. 

AL c f 


Il reste à intégrer des expressions de la forme cos”ọdọ, 
m étant pair. On y parviendra en faisant, dans la for- 


mule (F) du n° 375, x — = — 


RECTIFICATION DE LA CYCLOÏDE. 


420. On a, en prenant les mêmes coordonnées que 
dans la leçon précédente (p. 390), 


/2a — 


I, 2° édition 26 
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par suite, 


ds ar} /2 2 += dr fra 2 
7. > y 2V7 


En intégrant cette formule entre les limites o et y, il 
vient 


y 
s= arcana yaa | EON AA 
o` 2Vr 


Menons, au point M, la tangente à la cycloïde, et 


Fig. 90- limitons-la au point T où elle 
5 rencontre l’axe desx. Nous avons 
(n° 249) 
a MT = ÿ1ay; 
| LA par conséquent, 
arc MA = 2MT, 


propriété déjà connue (n° 254). 
Si l’on veut avoir la longueur de la demi-cycloïde, il 
faudra faire y = 24, ce qui donnera 4a pour la longueur 


cherchée. 


EXERCICES. 

1. Rectifier la courbe 
r=2lé+et) 
. SOLUTION. s= ste), 


l'arc étant compté à partir de l’axe des y. 

2. Soient OM' = s', OM” = s" deux arcs ayant ure tangente com- 
mune à l'origine et ayant leurs tangentes parallèles aux points cor- 
respondänts M'(2', y’) et M'(x", y”). Soit OM =s une troisième 
courbe dont un point quelconque M est déterminé par les équations 

z=a'z' +a"z", yS +ax", 


on aura 
s—as +a"s". 
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TRENTE-CINQUIÈME LEÇON. 
CUBATURE DES SOLIDES. 


Solides de révolution. — Application à divers exemples. — Volumes 
engendrés par la révolution d'une ellipse, d'une cycloïde, — Volumes 
qui s’obtiennent par une seule intégration. — Volumes terminés par 
des surfaces quelconques. 


CUBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. 


421. Soit V le volume engendré par la révolution de 
l'aire plane CAMP tournant autour de l'axe Ox. Si l’on 
donne à x un accroissement Ax = PP’, le volume V 
prendra un accroissement AV égal au volume engendré 
par MM’ PP”. 

Or, si Ax est supposé assez petit pour que y croisse 
ou décroisse constamment dans l'intervalle MM’, AV sera 
compris entre les volumes des cylindres engendrés par la 
révolution des rectangles MIPP', KM’PP’; nous aurons 
donc, si y croit, en désignant par Y l’ordonnée M’ P’, 


Fig. 91. ny Az << AV <rY'Axr, 


ou bien 


2 av z 
KY Saar . 


Ces inégalités changeraient de 
sens si y décroissait, Dans tous 


AV 
les cas, le ra t — est compris entr ité 
; pport — pris entre deux quantités 


qui convergent l'une vers l’autre, à mesure que Ax dé- 
croit; par conséquent, à la limite, 


d'où 
26. 


http://rcin.org.pl 


404 COURS D'ANALYSE. 

Il faudra donc tirer de l'équation de la courbe la va- 
leur de y en fonction de x, et intégrer entre des limites 
qui correspondent aux extrémités de l’arc générateur. 

422. Le volume engendré par laire CMM'C’ est la 

Fig. 92. différence des volumes engendrés 
par les aires CMPA et C'M'PA. 
Alors, en désignant MP par y 
et M'P par y’, on a 


V =r fra - R fra, 


y= r ford. 


CUBATURE DE L'ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION. 


423. Soit V le volume engendré par la révolution d'une 

Fig. 93. portion AMP d’ellipse tournant 

y autour du grand axe. L’équation 

de l’ellipse rapportée à son axe 
et à la tangente au sommet est 


par suite, 


? s 3 
(1) ELA È Bar a)dr = (ar F): 
Si l'on fait x= 2a, on aura le volume de l'ellipsoïde 
entier, savoir 
EE 0? De LA Er, 

(2) v=% (ie) = fab a. 

Pour obtenir le volume engendré par la demi-ellipse 
tournant autour du petit axe, il faudra changer b en a et a 


4 


en b, ce qui donnera zra b : on voit que ce volume est 


plus grand que le premier. 
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4 


En faisant b =a dans ces formules, on trouve 3 tra 


ra (3a — x) 


pour le volume de la sphère, et 3 pour le vo- 


lume d’un segment sphérique à une base. 
q 


VOLUME ENGENDRÉ PAR LA RÉVOLUTION D'UNE CYCLOÏDE. 


424. Prenons pour axe la tangente au sommet et la 
: Fig. 94. 3 normale en ce point. Soit V le 
volume du solide engendré par 
le segment AMP tournant au- 
tour de laxe Ax. 
L’équation différentielle de la 
cycloïde étant (n° 408) 


2a—y dy 
did V =— V2ay— y` 
yY y y FEP 


on aura 
yY 
v=: f ydy zay — y’? 
o 
ce qu'on peut écrire 
y y Aa A 
v=ra | dy \2ay — y? —rxrz | (a—7y)dyy2ay — y. 
o o 


La première intégrale représente la surface du segment 
AQN (n° 408). Pour obtenir la seconde, posons 
2ay — y? = Z, d'où 2 (a — y) dy = dz : nous aurons 


—— wda 1 4 22 
fon vanne f= f d=3 $ 


et, par suite, 
3 


V = ra segm AQN — sua—r) 


Le volume engendré par AQM tournant autour de À x 
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s’obtiendra en calculant la différence des volumes engen- 


drés par le rectangle APMQ et par la portion de sur- 
face AMP. 


VOLUMES QUI PEUVENT S OBTENIR PAR UNE SEULE 
INTÉGRATION. 


425. On peut encore, par une seule intégration, ob- 
tenir le volume d’un corps lorsque l'aire de la section 
faite dans ce corps par un plan parallèle au plan yOz est 
fonction de la distance de ces deux plans. 

Supposons d’abord les axes rectangulaires : soient u et 
u + Au les sections faites dans le corps par deux plans P 

Fig. 95. et P’, parallèles au plan 
yOz, et dont les distances 
à ce dernier sont respecti- 
vement x etx + Azx. L'ac- 
croissement AV du volume 
correspondant à l’accroisse- 
ment Ax de l’abscisse sera 
compris entre les cylindres 


droits qui auraient pour bases respectives u et u+ Ax 
et Ax pour hauteur; c’est-à-dire que l'on a, en suppo- 
sant Au positif, 
uds AV <Liu+aAu)Ar, 
d'où 
: AY 
3 


— u + Au, 
u nn FE -sodi 


Or, à la limite, Au est nul; on a done 


hi F où 'd\= ur, 
dæ 

Cette démonstration suppose que les deux cylindres ne 
se coupent pas. Si ces deux cylindres se coupent, ils ont 
une partie commune qui a pour base u —«, « étant une 
quantité très-petite, et qui s'évanouit en même temps que 
Ax. De même, cette partie commune, augmentée des par- 
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ties excédantes de part et d’autre, forme un cylindre qui 
a pour base u + 6, 6 s'évanouissant avec Ax. Or AV est 
évidemment compris entre ces deux quantités : par suite 


AV 
na t 6 


et en passant à la limite, 


dy 


=u où dV= ude. 
dx 


Le volume compris entre deux plans parallèles à yO z 
menés à des distances a et b s'obtiendra donc par la 


b 
v= udz. 
a 


Pour obtenir le volume du corps entier, il faudra mener 
des plans tangents parallèles à yOz, et prendre pour li- 
mites de l'intégration les distances de ces plans au plan 


yoz. 


; formule 


426. Supposons maintenant que l'axe Ox ne soit plus 
perpendiculaire au plan des sections. En comparant le 
volume compris entre deux plans parallèles à yO z et la 
surface, avec un cylindre oblique qui a pour base u et pour 
hauteur la distance des deux plans représentée par dxsin à, 
À étant l’angle que fait le plan xy avec l'axe Ox, on a 


dy =udzsin}, d'où V= sin) fudr. 


On démontrerait facilement cette formule avec la même 
rigueur que la précédente, mais nous croyons inutile de 
nous y arrêter. 


427. Soit, par exemple, un cône à base quelconque : 
prenons pour axe des x la perpendiculaire OC, abaissée du 
sommet sur la base, et pour plan des yz un plan mené par 
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le sommet parallèlement au plan de la base; appelons A la 
Fig. 96. hauteur du cône et b sa base. En 

menant à une distance OP = x 

un plan parallèle àyOz, l'aire 

de la section sera, d’après un 


bx 


? 
théorème connu, u = rs Donc 


pedr be 
o 


34°” 


è ; Jı 
et en faisant x=h, on a, pour le volume du cône, < 


428. Soit encore un ellipsoïde rapporté à ses axes 
principaux, 


x’ ka 2 z’ 
ETA E 


La section GPH faite dans l’ellipsoïde par un plan paral- 
Fig. 97. lèle au plan yOz, mené à la dis- 
tance OP = x, a pour équation 


On aura, pour ses demi-axes, 
en faisant successivement z = 0, 


y =o, 


GP= 54/1-Ë; =e 
a a 


De sorte que l’aire de la section est 


nbc (:- z) S$ fie (a — x), 
a a 
d'où l’on déduit pour le volume V du segment compris 
entre les plans y Oz et GPH, 


paž 
V= rbe dx(a — x) = zbe ax 5) 
a? À i a 3 
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Pour obtenir le volume de la moitié de l’ellipsoïde, on 
fait, dans la formule précédente, x = a, et il vient 


Ve (eF) = 3 rabe 
a 3 


Le volume entier de l’ellipsoïde sera donc exprimé par 


4 


5 rabe. 


3 


429. Considérons maintenant un ellipsoïde rapporté 
à trois diamètres conjugués obliques. Son équation est de 
la forme 


La section faite par un plan parallèle à y O z, à une dis- 
tance égale à x, est une ellipse ayant pour équation 


et les demi-diamètres conjugués auxquels elle est rap- 
portée ont pour longueurs 


donc, en désignant par 6 l'angle que font entre eux ces dia- 
mètres, on aura pour la surface de la section considérée 


*c 
u= re (a? — x) sin 6. 


Par suite, on aura pour le volume du segment d'ellip- 


soïde 
y — 7b esing sinx zb'e pak sin} f: (a! z’) da 


rb'c! sinb sin { ,. æ 
= = —— (az , 


a? 
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et pour l’ellipsoïde entier 
. ra'b'c' sing sinà. 


430. En comparant cette expression du volume de l'el- 
lipsoïde à celle qu'on a obtenue précédemment, on trouve 


a’ b'c sin G sin} = abc, 


équation qui démontre que tous les parallélipipèdes con- 
struits sur les diamètres conjugués d'un ellipsoïde sont 
équivalents au parallélipipède rectangle construit sur les 
axes. On en déduit aussi 


mabe —#a"b'c sin 9 sin), 


c'est-à-dire que tous les cylindres circonscrits à l’ellip- 
soïde et dont les bases sont parallèles aux plans des courbes 
de contact sont équivalents entre eux. 


VOLUMES TERMINÉS PAR DIVERSES SURFACES. 


431. Imaginons maintenant une surface quelconque 
CDEF dont l'équation soit 


FA os) =; 


Supposons que deux plans parallèles à y O z, menés aux 

Fig. 98. distances OA = a, OB = b, 
coupent la surface suivant 
les courbes CD et EF. Ima- 
ginons encore deux cylin- 
dres droits 


y= (2) yı= 4 (2), 
ayant pour bases, sur le 
plan y O x, les courbes RV 
et ST et coupant la surface suivant les courbes CF et DE. 
On pourrait se proposer de trouver le volume DCFERVTS, 
mais il vaut mieux rendre la question plus générale en 
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considérant une seconde surface C'D'E'F', dont l'équa- 
ton est 

F, (r,2)= 0, 


et chercher le volume CDEFCD'E F’. 

Pour cela, menons à une distance arbitraire x = oQ, 
comprise entre a et b, un plan parallèle à y O z, et déter- 
minons l'aire de la section GHH'G', Or cette aire plane 
est comprise entre deux courbes dont les équations 


(1) z=f (zy) a =f (z,y) 


s'obtiennent en faisant, dans celles des deux surfaces, la 
variable x égale à la constante OQ. Elle aura, pour 
différentielle (z—z;) dy, z et z, étant, d'après les 
équations (1), des fonctions de y correspondantes à une 
même valeur de cette variable. On aüra donc, en intégrant 
entre les limites y et y, 


Ji 
aire cuon = f (z—z)dy. 
y 


Ainsi z — z, étant une fonction de y dans laquelle x entre 
comme constante, on trouvera pour l'intégrale indéfinie 


: fe= w= 


On fera, dans cette fonction, y = ọ (x) ety = ẹ (x) suc- 
cessivement, x étant regardée comme constante, d’où l’on 
déduira 


A 


[3 


z) 
(z— zı) dy = aire GAH'G' = r |x, 4 (£) — z [ z, ẹ (x)], 
vp) 


résultat qui ne dépend que de x. 
En regardant de nouveau x comme variable, on aura 
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pour le volume demandé, 


$ “| “fete (rte, sfoilés = f "dx f ne z) dy. 


432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se rédui- 
sent à des plans parallèles à z Oy, ọ (x) et ÿ (x) ne sont 
plus que des constantes c et e, indépendantes de la valeur 
OQ de x, et la formule se réduit à 


v= f a f e—a 


433. Sila surface inférieure se confond avec le plan xy, 
on aura Z, = 0, et 


ARA 
fre fie 
(=) 
pour le volume compris entre une surface quelconque, 


le plan xy, deux cylindres parallèles à l'axe des z et deux 
plans parallèles au plan zO y. 


434. Ce qui précède peut servir à déterminer le volume 
d'un corps quelconque terminé de tous côtés par une sur- 
face dont l'équation F (x, y, z) = o est connue. 

Imaginons un cylindre circonscrit à la surface, parallè- 
lement à l’axe des z; comme en chaque point (x, y, z) 
de la courbe de contact le plan tangent | 


dE dF dF 
ea ear A aiaa r aa 0 


est vertical, on a 
dE (x, y, 2) TA 
dz NS 


L’élimination de z, entre cette équation et celle de la 
surface, donne une équation 


(z, y) =0, 


e 
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qui représente la trace du cylindre sur le plan æy. Cette 

Fig. 9. courbe est, par hypothèse, une 
courbe fermée, et, en la coupant 
par un plan parallèle à y Oz, on 
aura deux ordonnées y = 9(x) 
et yı = Qı (x) représentées sur 
la figure par QI, QK, et ana- 
logues aux lignes de même nom 
dans la question précédente, 


De même, ce plan sécant déterminera dans la surface 
une courbe fermée, et si z = MP, z, = M'P sont les deux 
valeurs de z correspondant à la valeur y = PQ, laire de 
cette section sera exprimée par 


fe — :,)dy. 


Si maintenant on désigne par æ et b les distances du 
plan yOz aux plans tangents à la surface, qui lui sont 
parallèles , on aura pour le volume du corps 


v= [fa [e-o 


EXERCICES. 


4. La sphère a°+3°+2 =7" est percée à jour par les deux 
cylindres 
+ x —rx=0, 
+2 +7rz= 0. 


Le volume du solide sphérique non enlevé est égal à £p, 


2. Calculer le volume compris entre le plan xy, et les surfaces 
représentées par les équations 


(à ADP ml ay 


7 rA ir fees 


rabaf 
— 


SOLUTION. V= 
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TRENTE-SIXIÈME LEÇON. 
INTÉGRALES MULTIPLES. — AIRE DES SURFACES COURBES. 


Intégrales doubles. — Intégrales triples. — Théorème sur l’ordre des in- 
tégrations. — Quadrature des surfaces courbes. — Aire des surfaces de 
révolution. — Application à la sphère, à l’ellipsoïde. 


DES INTÉGRALES DOUBLES. 


435. Toute expression où il entre deux intégrales re- 
latives à des variables différentes, comme celles que nous 
avons obtenues à la fin de la dernière leçon, est ce que 
l'on appelle une intégrale double. 

Une intégrale double est définie lorsqu'on assigne les 
limites des deux intégrations. Elle est indéfinie dans le 
cas contraire, et on la représente alors simplement par 


ff dea. ; 


b sg(z) 
436. Une intégrale double J dx f zdy est la li- 
er 2x) 
mite de la somme de tous les produits de la forme z Ax Ay 
entre les limites des deux intégrations. 


ÿ(x) 
En eflet, f zdy est lintégrale définie de zdy 
(=) 


prise entre les limites ọ{x) et Y(x) de y, x étant re- 
gardée comme constante : on a donc (n° 375) 


#(x) 
$ zdy = lim A (zy). 
T 


(=) 
Par conséquent, en multipliant par Ax et faisant varier 
x depuis x = a jusqu’à x — b, il vient 


p (s> pe zar) =Y [azim Zan]; 
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Or, si les valeurs de x se rapprochent de plus en plus, 


on à 
lim ba (sx fe a) =f dr fF zdy; 
p(x) ə (x) 


d’un autre côté, x étant regardée comme constante, dans 


DAG Ay), on a 
lim be [ati Eur] = lim Y [ri Ztsras)| n 


ou bien 


lim > [axtim > Ca) = lim >> ARTE 


Donc enfin 


b y(x) 
dx zdy = lim zâyáz), 
f se 22 


ce qu’il fallait démontrer. 


437. On peut d’ailleurs démontrer ce théorème par 
des considérations géométriques. Soit 


+= F(z, y) 


l'équation d’une surface : l’intégrale double 


a, 
ff 
(2) 


représente, comme on la vu au n° 433, le volume \ 
compris entre cette surface, le plan æy, deux cylindres 
parallèles à l’axe des z et deux plans parallèles au plan 
zOy. 

Soient M et M' deux points voisins quelconques sur la 
surface. Construisons le rectangle Pp’ dont les côtés 
parallèles aux axes Ox et Oy soient conduits par les 
points P et P’, pieds des parallèles à l’axe des z menées 
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par les points M et M’. Les plans MPp, mp P’, M'P'p' et 
Fig. 100. mi p'P coupent la surface suivant 
un quadrilatère courbe MM': le 
volume V estla somme des solides 
analogues à MP’, terminés aux 
limites convenables. Soit MP—z 
et soient z — & la plus petite, et 
z +6 la plus grande distance 
des points de la surface au plan xy dans toute l'étendue 
du quadrilatère courbe MM’: 

Le volume MP’, que nous désignerons par AV, est 
compris entre deux parallélipipèdes rectangles ayant pour 
base commune Pp’ et respectivement pour hauteurs z— z 
et z +6; comme d’ailleurs le rectangle Pp' = Ax Ay, 
on aura 


(z—x)Aray LAN <(z2+6)ArAyr, 
ou 
AV 


SAR CAFE 


2—a < 


Mais « et 6 s’annulant avec Ax et Ay, on a 


lim =z. 
Azây 
Par conséquent 


AV=zAx4y(i1+:), 


n devenant nul en même temps que Ax et A y. 

Pour chaque valeur de Ax, on a une infinité de va- 
leurs de Ay qui produisent dans le solide une tranche, 
dont le volume sera représenté par 


Daray(i+n)]. 
Puis en faisant varier x, c'est-à-dire en prenant les autres 


valeurs de Az, on a une suite de tranches dont la somme 
donne, quand on passe à la limite, le volume V, et par 
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conséquent, 
v= imY Y [z4zAy (1+n)]. 

Mais i 


FS [Aray (1+ n) =) (arsy) tS (nzAx A7). 
Or 
DS ozara) = 0. 


En effet, en supposant tous les points M, M’, etc., assez 
rapprochés les uns des autres, on pourra toujours faire 
en sorte que pour chacun d'eux on aitn <£, £ étant une 
constante arbitraire que l’on peut supposer aussi petite 
que l’on veut. Par conséquent, 


ST zAxAYy) LI (ez4zay), où < D (zAxAry). 


Or cette dernière quantité est nulle à la limite, puisque £ 
peut être pris aussi petit que l’on veut, et que d'ailleurs 


E> (zAxAy) a une valeur finie. Donc enfin 


(x) 
of” afi zdz = lim Y (z5 z4 y). 


INTÉGRALES TRIPLES. 


438. Soit U= f(x, y, z) une fonction de trois va- 
riables indépendantes x, y, z 

Si l’on intègre la différentielle U dz par rapport à z, 
c’est-à-dire en regardant x et y comme des constantes , 
et si l’on faitvarier z entre deux limites représentées par 
deux fonctions.de x et de y, savoir f (x, y) et F (x, y), 


on aura l'intégrale 
F(x;,r) 
$ U dz, 
f(x,y) 


qui sera une fonction de x et de y. 
I. 2° édition. 27 
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Considérons maintenant x comme constante dans la 


fonction 
F(zx,7) 
af U dz. 
f(x,y) 


Intégrons cette fonction par rapport à y èn faisant varier 
y entre deux limites représentées par ọ (x) et L (x) : on 
aura l'intégrale 


y(x) F(z,7) 
f of Udz, 
(r) f(x, >) 


qui.sera une fonction de x. 
Enfin, si l’on intègre la différentielle 


(x) F(z) 
dr f of U dz, 
Volo) f(x 7) 


par rapport à x, en faisant varier x entre deux limites 
quelconques a et b, on aura pour résultat 


ph y(x) F (7,7) 
re dx f. of U dz. 
a Vo (x) f(x,7) 


Cette expression se nomme intégrale triple; on la repré- 


sente aussi par 
SS foroa. 


On concevra de même une intégrale d'un ordre quel- 
conque, 

On démontrera encore, dans Je cas de l'intégrale triple, 
que 


b.. pel) F(x9) 
f de f df Udz= lim 5 5 D (Uazra4y az). 
d'a p(z) f(z, 7) 


La démonstration étant tout à fait semblable à celle que 
nous avons donnée pour une intégrale double, nous nous 
dispenserons de la répéter ici. 
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THÉORÈME SUR L'ORDRE DES INTÉGRATIONS, 


439. Nous avons obtenu, précédemment (431), pour 
l'expression du volume compris entre deux surfaces, 
deux cylindres parallèles à l'axe O z, et deux plans paral- 
lèles au plan yz l'intégrale double : 


; bo p 
N dx (= —2,)dy. 
a ọ (æ) à 


Ici l'ordre des intégrations n’est pas indifférent. Ainsi, 
l’on n’obtiendrait pas, en général, le résultat cherché par 


la formule 
#(x) b 
q of (z — z) dr. 
(x) a 


Toutefois, si ọ (x) et Y (x) sont des constantes a'et b’, 
c'est-à-dire si les deux cylindres parallèles à l'axe des z 
se réduisent à deux plans, il sera indifférent de commen- 
cer par l’une quelconque des deux intégrations; car, en 
répétant les raisonnements du n° 431, on voit que le 
volume en question a tout à la fois pour mesure l'une 
quelconque des expressions 


b b' b' A 
f dæ f (z— z,)dy ou f dy f (z — z) dr. 
a c'a! da Yn 


DE L'AIRE DES SURFACES COURBES. 


440. On appelle aire d’une surface .courbe, terminée 
à un contour quelconque, la limite vers laquelle tend 
l'aire d’une surface polyédrique composée de faces planes, 
qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent à devenir 
tangentes à la surface considérée. On suppose d'ailleurs 
que le contour qui termine la surface polyédrique se rap- 
proche indéfiniment de celui qui termine la surface 
courbe. 

Nous allons d’abord démontrer lexistence de eëtte 
limite, 
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Prenons sur la surface deux points M (x, y, z), et 
M' (x+ Ax, y+ Ay, z+ Az). Soient P et P’ leurs pro- 
Fig. 101. jections sur le plan xOy. For- 
mons le rectangle PP'— Ax Ay 
dont les côtés soient parallèles à 
Ox et à Oy, et concevons un 
prisme indéfini ayant pour base 
ce rectangle, et dont les arètes 
soient perpendiculaires au plan 
æy. Ce prisme intercepte sur 
la surface donnée un quadrilatère carviligne MM’, et sur 
la surface polyédrique une aire w qui, si elle n’est pas 
plane, sera composée de parties planes a, a’, a”, etc. 
Or, puisque les plans de toutes ces surfaces tendent in- 
définiment à se confondre avec le plan tangent en M à la 
surface, si 8, 0’, 8’, etc., sont les angles formés par les 
plans des éléments a; a', a”, etc., avec le plan zy, et si À 
est l’angle que forme ce dernier plan avec le plan tangent 
en M, on aura | 


cosb = così (1 -+ a), cost —cos(1+ x),..., 


a, a', etc., désignant des quantités qui s’annulent en 
même temps que Ax et Ay. Mais le rectangle PP’ est 
la somme des projections de tous les triangles dont nous 
parlons. Donc 


ArAy—=acos}(1 + a) + a'cos} (14e) + a”cos1(1+4 2") +--> 


ou 


ArAy 
—=a+a +a" +... .+(aux+ aa + aa" +...), 
cos À 
ou, comme a+ a + @'+...—=0, 
ArA 
s AE E E E a" +...) 
cos). f 


En opérant de la même manière dans toute l'étendue 
de la surface, on aura un certain nombre d'équations ana- 
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logues à celle-ci, et qui, ajoutées membre à membre, 
- donneront l'égalité 


DEEE) (aa ax + a"a" +...) 


cos À 


Donc 


Az A P e 
im Ÿ = limŅ o + limŸ (ax + aa + d'a" + A. 
Or 


lim Ÿ (au+ a'a'+a"a +...) =0, 

d’après le théorème démontré au n° 16 : donc 
A ` Axzåy dx dy 

lim Y, où = lim Ÿ FT = ff FT 


On voit par là que X, w ou la surface polyédrique a une 


limite. 


441. Ainsi, en appelant A l’aire de la surface, on a 
A =f [Z2 
cos À 


dz 
Si p et g sont les dérivées partielles Ž AT tirées de l'é- 


quation de la surface, on a 
1 


-2y 
Vi+p+q 


a= | | FPF T dedy 


Si la surface est limitée aux plans x = 4, y = b et aux 
cylindres y = 9 (x), y = Ņ (x), on aura 


Ÿ (x) 
af de f dyi +PP; 
(x) 


la marche par laquelle on parvient à ces limites est la 
mème que celle que nous avons déjà suivie dans une autre 


question (n° 431). 


cos À = 


et il vient 


http://rcin.org.pl 


422 COURS D'ANALYSE. 


AIRE DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 


442. L'aire d'une surface de révolution s'obtient par 
une seule intégration. 
Soit CMD une courbe plane qui, par sa révolution au- 
Fig. 102. tour de l'axe O x, situé dans son 
plan, engendre la surface dont 
on veut avoir l'aire. Soit CMM'D 
un contour polygonal inscritdans 
cette courbe, On peut considérer 
Paire de la surface comme la li- 
mite vers laquelle tend la somme 
des surfaces des troncs de cônes engendrés par le contour 
polygonal, lorsque ses côtés décroissent indéfiniment, en 
même temps que leur nombre augmente jusqu’à l'infini. 


Soient 


M(z, y) et M(r+Ax, y + ay) 


deux sommets consécutifs du contour polygonal. La sur- 
face décrite par la révolution de MM’ a pour mesure 


2 MN’ (cire MP + cire M’ P’) 


æ Ír e} £ posse . 
(2y + ay)ar y+ (Re 


Mais comme 


lim (224 87)4/1+ ( (2) = z4 yi k (2) 


il s'ensuit que l'expression de la surface du trone de cône 


ou 


sera 


b 


æ désignant une quantité qui s’annule avec Ax, et, par 
suite , la surface décrite par le contour polygonal aura 


“y 
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pour mesure 
2 
Sory M ES (Z) +aaz. 


En désignant par A la surface cherchée, on aura donc 


A = lim Ÿ (er jez s+) +2ry lim Ÿ (aAz). 


Mais limy, (Ax) = 0 (n° 16), et 


l. 
im B (ar y E — i)a yayi (ZY (z): 
donc 
b PRG TE 
ar f rty i (ZY 


a et b étant les abscisses des extrémités de l'arc CD. 
En désignant par s un arc compté à partir d’un point 


fixe, on a 
l 
ds = dx y: + (Zy 


x 
Donc E ax f yds. 
; a 


SURFACE DE LA ZONE. 
443. Comme application cherchons la mesure de la 

Fig. 103. zone engendrée par la révolution 
de l’arc de cercle CD tournant 
autour du diamètre OL. Soit 

zæ' + y = R° 

l'équation du cercle. A étant la 
surface de la zone, si OA =a, 


et OB 2h on aura 


\ ‘ae (Zy 
aii ydx (2) 
= Ír f ‘ads VEE =a f Rdr, 


va a 
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donc’enfin 
A—2rR(b—a)—=2rRX AB, 
résultat connu. 
Si l’on veut avoir la surface de la sphère entière, il fau- 


dra intégrer depuis x=— R jusqu'à r=R, ce qui don- 
nera l'expression connue 47 R°. 


SURFACE DE L 'ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION. 


444. Comme second exemple , soit Pellipse OAB. 
Fig. 104. Supposons qu’elle tourne autour 
d'un de ses axes OA, et cher- 


—# 3% 
j chons à évaluer la surface engen- 
| drée par la révolution de larc 

0 > az BM, qui commence à l’extré- 

mité B de l’autre axe. On aura (442) 


z GENS 
ar | yde 1+ (2) £ 


Or l'équation de l’ellipse, a°y? + b* x° = a°b*, donne 


y 
b 


dy ? br 
de a° y 
d’où 
VC DE NVa Fn 
tiA snm: 
à) a'y 


Remplaçant dans cette expression a?y* par a? b*’— b'a’, 
il vient 
dy y «6 Va: —(a—b}x 
y+ (z) Ke ay 
Supposons d'abord que l’on ait a>>b, c'est-à-dire que 


l'ellipse ait tourné autour de son grand axe. Posons 


Va? — b*= ae. Il vient alors 


dy)? ba ae ~k Væe— er. 
AR ay ra ay 
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par conséquent, 


z 
A aif darya? — ez 
o 


445. Si l'on fait dans cette expression x =a, et si l’on 
prend le double du résultat, il vient 


a . 
arc sin e 


2r b’ + 


pour la surface totale de Fellipsoïde. 
Si e= o, l’ellipsoïde devient une sphère, et en obser- 
arc sin € 


vant que lim = 1 pour e = 0, on retrouve 4ra’ 
pour la surface de la sphère. 


446. Soient maintenant a <b et yb?’ — a’ = be : on 


aura 
A= IR È da Va +(b—a)zx 
LS 2 aè y 
27rb p 
= z +b 
o 

Ti 2r bte S a' : 

na iA 2V ia nt 
Or 


a 


iaai MS AN ze 
Jiye rez ES +Si(e+ Ve re) +c: 


EVET ETE 


donc 


nbe 
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Comme cette intégrale doit ètre nulle pour x= o0, on 


deS nbe a! 1 s 
aura HR ie Ge’ €t par suite, 


be 


Si l’on fait x = a, on aura en doublant 
? 


z yepe (t 
2r b Va?+ bet ZEE (ER Be Fe a) i 


a 
pour la surface totale de l'ellipsoïde. 


447. Si l'on suppose e = o, on voit, en développant 


ya’ be: = a (1+ =e) 
a? 
par la formule du binôme, que 


| (be + Va? + bte’) 

5 a 

lin — — 1. 
e 


On retrouve ainsi 47 a* pour la surface de la sphère. 


(*) Cette formule se réduit à une forme plus simple en remplaçant b*e* 
par sa valeur b°— «*. Elle devient alors 
1 


a’ b r 
2e brt aztarna [Ece] x 


2r b*-+ 


b 
Quand $= 4, on a s=hbreé=0, l(i+e) = 1, el par conséquent 


2nb+ 2nma = hna’ pour la surface de la sphère. 
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TABLE 


DES DÉFINITIONS, DES PROPOSITIONS ET DES 
FORMULES PRINCIPALES 


CONTENUES 
DANS LE PREMIER VOLUME DU COURS D'ANALYSE. 


PREMIÈRE LEÇON. 
NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 


1. Norions sur LES FONCTIONS. — On appelle variable 
une quantité qui prend successivement différentes va- 
leurs, et constante celle qui conserve une valeur fixe 
dans le eours d’un mème calcul. 


2. Quand les valeurs successives d’une quantité va- 
riable dépendent, suivant une certaine loi, de celles que 
prend une autre variable, la première est dite une fonc- 
tion de la seconde. 


3. On nomme variable indépendante celle à laquelle 
on donne des valeurs arbitraires, et fonction la variable 
qui prend des valeurs correspondantes. 

Quand on veut indiquer diflérentes fonctions d’une va- 
riable x, sans en spécifier la nature, on emploie les sym- 
boles f(x), ọ (x), F(x). Le résultat de la substitution 
de a à la place de x dans f (x) est indiqué par f (a). 

On représente les fonctions de plusieurs variables par 
S(ats9:2), q(x, x, 2), F(x, 7; z),.... On indique par 
JS (a, b,c), q(a, b, c), F (a, b, c),..., les résultats que 
l’on obtient lorsqu'on met 4, b, c à la place de x, y, z 
dans ces fonctions. 


4. Une fonction d’une seule variable peutêtre regardée 
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comme l'ordonnée ile la courbe plane définie par l'équa- 
tion y = f(x). 

- On peut représenter par une surface une fonction de 
deux variables indépendantes. 


5. Une fonction est explicite quand elle est exprimée 
immédiatement au moyen de la variable ou des variables 
dont elle dépend. 

On nomme fonctions implicites celles qui sont liées aux 
variables dont elles dépendent par des équations non ré- 
solues, ou par des conditions quelconques qui ne sont pas 
exprimées analytiquement. 


6. Mérnope DES LIMITES. — Quand les valeurs suc- 
cessives d’une quantité variable approchent indéfiniment 
d’une quantité fixe et déterminée, de manière à wen 
différer qu'aussi peu qu'on voudra, cette quantité fixe 
est appelée /a limite des valeurs de la variable. 


. . , o > 
7. Les fonctions qui se présentent sous la forme z pour 


une certaine valeur de la variable, ont souvent des limites. 


‘8. Une variable peut s'approcher indéfiniment d'une 
limite en restant toujours plus petite ou toujours plus 
grande; il peut se faire qu’une quantité variable devienne 
alternativement plus grande et plus petite que sa limite. 


9. Si deux quantités qui varient simultanément res- 
tent constamment égales entre elles, dans tous les états 
de grandeur par lesquels elles passent, et si l’on sait que 
l’une d'elles tend vers une limite, l’autre tend aussi 
vers la méme limite ou vers une limite égale à celle-là : 
principe de la méthode des limites. 


10. Méraone iNFINITÉSIMALE, — Lorsqu'une quantité 
variable prend des valeurs de plus en plus petites, ou 
tend vers zéro, on dit qu'elle devient infiniment petite. 
Un infiniment petit est donc une quantité essentiellement 
variable qui a pour limite zéro. 
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11. Quand une variable prend des valeurs de plus en 
plus grandes, de manière qu’elle puisse surpasser toute 
grandeur donnée, on dit qu’elle devient infinie ou infini- 
ment grande. 


12. Les infiniment petits sont des auxiliaires qui ser- 
vent à rendre plus aisé le calcul des quantités finies. 


43. Tuéonème I. — La limite du rapport de deux 
quantités infiniment petites n’est pas changée quand on 
remplace ces quantités par d’autres qui ne leur sont pas 
égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant 
vers l'unité. 


14. Autre énoncé : La limite du rapport de deux 
infiniment petits ne change pas quand on les remplace 
par d’autres qui en diffèrent d’une quantité infiniment 
petite par rapport à eux. 


45. Taéorème IL. — La limite d’une somme d'infini- 
ment petits ne change pas quand on les remplace par 
d’autres dont les rapports aux premiers ont respective- 
ment pour limite l'unité. 


16. Tuéonime. — Si une somme d'infiniment petits, 
dont le nombre augmente indéfiniment, a une limite 
finie, la somme des produits obtenus en les multipliant 
respectivement par d’autres infiniment petits aura pour 
limite zéro. 

17. DIFFÉRENTS ORDRES D'INFINIMENT PETITS. — Quand 
on considère des infiniment petits qui dépendent les uns 
des autres, on en prend un en particulier qu'on nomme 
infiniment petit principal. On appelle infiniment petits 
du premier ordre tous ceux dont les rapports à l'infini- 
ment petit principal ont des limites finies; infiniment 
petits du second ordre ceux dont les rapports aux infini- 
ment petits du premier ordre sont des infiniment petits 
du premier ordre, et ainsi de suite. 

Si æ est un infiniment petit du premier ordre, p étant 


http://rcin.org.pl 


430 TABLE ANALYTIQUE 
fini et f infiniment peut, æ” (p + G) représentera un in- 
finiment petit de l’ordre de z. 

Les théorèmes I et IT (n°* 143 et 15) peuvent s'énoncer 
ainsi : 

Quand on cherche la limite du rapport de deux 
quantités composées d’infiniment petits de divers ordres, 
on peut ne conserver, dans chacune de ces quantités, 
que les infiniment petits de l'ordre le moins élevé. 

Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs 
quantités infiniment petites, on peut ne conserver que les 
infiniment petits de l’ordre le moins élevé, 


DEUXIÈME LECON. 


THÉORÈMES SUR LES DÉRIVÉES ET LES DIFFÉRENTIELLES. 


48. ORIGINE DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. — On a été 
conduit à la découverte du calcul différentiel en cher- 
chant une méthode générale pour mener des tangentes 
aux courbes planes représentées par des équations. 

Considérons la courbe AMB dont l'équation est 


Fig. 2. y=f(x), et proposons- 
y », nous de mener la tan- 
Z gente au point M doni 
f i les coordonnées sont x 
AI 


CT ae E E 2 Soit M’ un second 
7 |" * point de la courbe ayant 

| __ pour coordonnées x +, 
y +k; considérons la sé- 
cante M'MS, et la tangente MT qui en est la limite. 
On a 


rt 
o| T S } r T 


tangIMR = lim s 
quand À diminue indéfiniment jusqu’à zéro. 


19. Bur DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. — FONCTION DÉRI- 
vée. — Le calcul différentiel a pour but de déterminer, 
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pour chaque fonction, la limite du rapport de l'accrois- 
sement de la fonction à celui de la variable, quand celui- 
ci diminue jusqu'à zéro. Cette limite est appelée la fonc- 
tion dérivée de la fonction proposée. On la représente 
par y’ ou par f'(x). 

20. DIFFÉRENTIELLE. — Le produit de l'accroissement 
de la variable indépendante x par la dérivée de la fonc- 
tion s'appelle la différentielle de la variable y, et on la 
désigne par dy, de sorte que 

dy =y'h=f$f'{z)h. 

La différenuelle de la variable indépendante n’est autre 
chose que l'accroissement h. 

La dérivée d'une fonction d'une variable est le quo- 
tient de la différentielle de la fonction par la différen- 
tielle de la variable. 


21. dx et dy sont les accroïissements correspondants 
de x et de y, quand on passe du point de contact M situé 
sur la courbe à un point quelconque I de la tangente, 
tandis que k ou M'N est l'accroissement de l’ordonnée 
de la courbe correspondant an même accroissement 


h = dx de l'abscisse. 


22. Le rapport de l'accroissement de la fonction à 
la différentielle de cette fonction tend vers l'unité. 


23. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS DÉRIVÉES. — 
Une fonction croit ou décroit à partir d’une valeur 
déterminée de x, suivant que sa dérivée est, pour cette 
valeur, positive ou négative. 


24. Si la dérivée d'une fonction est nulle pour toutes 
les valeurs de x comprises entre a et b, cette fonction a 
une valeur constante dans cet intervalle. 


25. Si une fonction est croissante .dans un certain 
intervalle, sa dérivée ne peut devenir négative dans cet 
intervalle; si une fonction est décroissante, sa dérivée 
sera négative. 
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26. Si la dérivée d'une fonction était constamment 
infinie, x serait une constante. 


27. Quand on considère plusieurs variables x, y, z, u, 
on représente les accroïissements simultanés de ces va- 


riables par Ax, Ay, Az, Au. 


28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes 
les valeurs de la variable indépendante, leurs différen- 
tielles ou leurs dérivées sont égales. 


Deux fonctions qui ne diffèrent que par une constante 
ont la même différentielle. 


29. Réciproquement, si les différentielles de deux 
fonctions sont égales entre elles, dans un certain inter- 
valle, ces fonctions auront, dans cet intervalle, une dif- 
férence constante. 


30. Des FONCTIONS DE FONCTIONS. — Quand on a 


u—=e(y} 


y étant elle-même une fonction de x, f (x), on dit que u 
est une fonction de fonction de x. 


du $ y 
X Sa). 
Ainsi /a dérivée d’une fonction de fonction est égale 
au produit des dérivées de ces fonctions. 


31. On peut écrire 


du—=% (y)dy. 
32. 

du _ du dy 

dy dy de 


33. Si lon a 


o=} (u) u=e(r), y =f(x), 
on aura 


Z = (a) (NS (2) 
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de sorte que la dérivée de la fonction v est égale au pro- 
duit des dérivées des trois fonctions dont elle est formée. 
Cette règle s'applique à un nombre quelconque de fonc- 
tions. 


TROISIÈME LEÇON. 


RÈGLES DE DIFFÉRENTIATION. 


34. Somme. 

d(u +0 — z) = du + dv — dz. 

35 à 37. Propuir. 

dy = d (au) = adu. 
d{uv) = vdu + udv. 

C'est-à-dire que la différentielle du produit de deux 
fonctions s'obtient en multipliant chaque fonction par 
la différentielle de l’autre, et ajoutant les résultats. 

d (uwz) = ozdu + uzde + uvdz. 
. d(uvz...t)__ du do dz dt 


Wars € R o ee D 


38. Quorrenr. 


39 à M. Puissance. 
d.u” = mu"! du. 


Cette formule est vraie, que l’exposant m soit positif ou 
négatif, entier ou fractionnaire. 
42. Cette règle sert à différentier les radicaux. 


Es -= du 
Ainsi, d y u = ——; 


I. 2° édition. 28 
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43. EXPRESSION IMAGINAIRE, 


d{u+oÿ—1)= du + de Jr. 
44. Arrzicarions. — Les règles précédentes suffisent 
pour différentier toutes les fonctions algébriques expli- 
cites. 


45. 1° Trouver une courbe telle, que la sous-normale 
NP ait, pour chaque-point, une longueur constante a. 


y = Ratt c. 


2°. Trouver une courbe dont la sous-normale soit une 
puissance donnée de l’abscisse. 


2 
er TH c. 


3° Trouver une courbe dont la sous-tangente soit en 
raison inverse de l’ordonnée. 
zy — cy = — â’, 
4° Trouver la courbe dont la normale est constante. 
(y—c} +r =a. 


46. DiFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES. — Soit 
y =f (u,v), 
u et v étant deux fonctions de la variable indépendante; 
on a 


47. Soit 


La différentielle d'une fonction y, composée d'un 
nombre quelconque de fonctions de la variable indé- 
pendante, s'obtient en prenant successivement la diffé- 
rentielle de la fonction y, par rapport à chaque fonc- 
tion de la variable indépendante, dans laquelle cette 
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variable seule serait surposée varier, et ajoutant toutes 
ces différentielles. 


QUATRIÈME LEÇON. 


NOTIONS SUR LES SÉRIES. 


48. Dérinirions. — Une série est une suite composée 
d'un nombre infini de termes formés tous d’après une 
loi déterminée. On représente ordinairement par S, la 
somme des 7z premiers termes d’une série. 

Si, à partir d’une valeur de z suffisamment grande, S, 
approche indéfiniment d'une limite finie et déterminée, 
quand on prend z de plus en plus grand, on dit que la 
série est convergente, et la limite S vers laquelle elle 
tend est appelée la somme de la série. La différence 
S—S,, que l’on désigne par R,, se nomme le reste de la 
série. 

Si la somme des z premiers termes n’approche pas in- 
définiment d’une limite fixe, quand z augmente indéfini- 
ment, la série est divergente. 

La progression géométrique est une série convergente, 
lorsque la raison Æ est plus petite que l’unité. 

Si, au contraire, on a kœ r, la série est divergente. Il 
en est de même si À = r. 


A9. THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. — 
Pour qu’une série soit convergente, la condition né- 
cessaire et suffisante consiste en ce que la somme d’un 
nombre quelconque de termes au delà du n°", u,, soit 
aussi petite que l’on voudra, si n est suffisamment 
grand. 


50. A partir d'un terme u,, n étant assez grand, les 
termes doivent finir par devenir plus petits que toute 
quantité donnée. Mais cette condition, qui est néces- 
saire, n’est pas suffisante. 


5. En général, pour reconnaître si une série est con- 


a ~ 28. 
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vergente, on compare ses termes, à partir d’un certain 
rang, à ceux d’une autre série qu’on sait être conver- 
gente, et s’il arrive que les termes de la première soient 
inférieurs ou au plus égaux à ceux de la seconde, alors 
cette première série est convergente. 


52. Taéonime I. — Une série dont tous les termes, 
ou du moins les termes très-éloignés, sont positifs, est 
convergente si, à partir d'un certain terme, le rapport 
d'un terme quelconque au précédent est plus petit qu'un 
nombre déterminé k, qui est lui-même plus petit que 
l'unité. 

53. Tuéorème II. — Une série à termes positifs est 
convergente, si, à partir d'un certain terme, on a con- 
stamment 

Vu, Lk Kib 

54. Soit une série dont les termes aient des signes 
quelconques. Si la nouvelle série qu’on obtient en pre- 
nant positivement tous les termes au delà d’un certain 
rang est convergente, la série proposée le sera aussi. 

Cette condition de convergence est suffisante, mais non 
pas nécessaire. 


55. Tatorème II. — Une série est convergente quand 
les termes éloignés sont alternativement positifs et né- 
gatifs, et vont en décroissant indéfiniment. 


56. 
(u, + V—:1)+ (u +o: V—>=r) +... (in + on — 1i) + 
Une pareille suite sera convergente, si les deux sommes 
tit tt tat. eH Uneen Haone. mn 2 
sont elles-mêmes des séries convergentes. 


57. ETUDE DE QUELQUES SÉRIES. 


2 2 


T 
: SLA Do” E AM rs 


qr 
1.2.3. 75 ds 


Cette série est convergente, quel que soit x. 
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Supposons que l'on ait 
ÉLr<Li+!; 


le plus grand terme sera 


À 
Re PT 
qrt! 1 
R, — 
CTI n+i— x 


a ar 
2 1+ COST + -— COST +... + FRE COSAZ +... 
Li : e 0 


série convergente, quel que soit x. 


3° ue 
I 2 


ra 


x” 
e A 


série convergente pour les valeurs de x comprises entre 
— iret +i. 


ETH I 
HS 1-46 
i mm — ı) 
4 CARTE ea Ea 


E Aani À EL AS A SAE 


1.2...p 


Si l’on a x < ı et > o, la série est convergente. Elle 
l’est encore si l’on a x < o et que sa valeur absolue soit 


plus petite que 1. 


5° LE y Le 
ont prets 


série divergente pour m=1 où m< 1, et convergente 


pour m >. 


I 
vo. 


1 
6° 2+ — > +... 
i tistess i Vas Prose 


série convergente. On en représente la somme par la 
lettre e. j s 
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Le nombre e est compris entre 2 et 3. 


1 1 
Ra < 1.2:3 mi 


e = 2,7182818, à un dix-millionième près. 


vo s LL" N 
58 à 61. LIMITE DE (1+5) QUAND M CROÎT INDÉFI- 


NIMENT. — Le nombre e est la limite vers laquelle tend 


s5 LAG e aa 
la quantité (+ 2) quand m croît indéfiniment. 


62. Le nombre e est incommensurable. 


CINQUIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


63. FONCTIONS LOGARITHMIQUES. 


d.logz— a log e. 
æ 


64. Quand on prend le nombre e pour base, les loga- 
rithmes appartiennent à ce qu'on appelle le système né- 
périen : nous les désignerons par |]. 

Dans ce système, on a 


dlx = R 
x 


On passe d'un système quelconque au système népé- 
rien, et vice vers, par la formule 


1 
logz= lx X T = Îlz x loge. 


1 ; 

Le facteur constant — ou loge, par lequel il faut mul- 
la 

tiplier le logarithme népérien d'un nombre pour avoir son 

logarithme dans le système dont la base esta, est appelé le 
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module de ce dernier système. Quand a = 10, le module 
est 


loge = 0,4342945. 
En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires 
I . ~ 
pir Re 1.10 qui est 2,3025851, on aura les loga- 
rithmes népériens. 


65. La règle de la différentiation des logarithmes est 
souvent utile pour diflérentier d’autres fonctions. 


66. ExEMPLES. ` . 


67. Foncrions EXPONENTIELLES. 


d.a“ = a"ladu. 


68. 
d.e = «dx. 


La fonction Ce: est la seule qui soit égale à sa dérivée. 


69. ExEMPLES. 


70. FONCTIONS cIRCULAIRES DIRECTES. — Les notations 
sinx, cosx,.… représentent les rapports des droites ainsi 
nommées au rayon du cercle auquel elles appartiennent. 
La lettre x représente la longueur d'un arc rapportée au 
rayon pris pour unité; si z est le nombre des degrés con- 
tenus dans x, 


z o 
Eri ee. LE IN, O 
r 


L’arc égal au rayon est environ de 57°16. 


14; 


dsinx = cosx dx. 
72: 


dcosz = — sin zdz. 
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73. 
dz 
d tangz = . 
ed cos?z 
dz 
d cotz = — — A 
sin’ z 
74. 
` inzdz 
Danse n, 
cos? z 


75. ExEMPLES. 


T6. FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES. — On représente 
larc dont le sinus est x par la notation arc (sin = x), ou 
plusssimplement par arc sinx. 


: du 
d arc sin u = . 
1— uw 
77. Arc cosinus. 
d 
d'arc cosu = — — Š : 
Vi—u 
78. 
du 
d'arc tangu — £ 
1 + u? 
du 
d'arc cotu = = ———. 
1 + w 


79, 80. Exemprzes. 


SIXIÈME LECON. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. — CHANGEMENT 
DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 


. 


81. DiFFÉRENTIATION DES FONCTIONS 1MPLICITES DON- 
NÉES PAR UNE SEULE ÉQUATION. — Supposons deux quan- 
tités x et y liées entre elles par une seule équation 


S(x, 7) = 0; 


on a 
de df 
mio d. — Fe 
UEA T dy d Ra 
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d'où l'on tire 


af 
dy dx 
de df 

# 


La dérivée de la fonction implicite y s'obtient en 
divisant la dérivée du premier membre de l'équation 
prise par rapport à x, par la dérivée de ce membre prise 
par rapport à y et en changeant le signe du quotient. 


82. Lorsqu'on a l'équation d’une courbe sous la 
forme (1), la règle précédente permet d'obtenir le coeffi- 
cient angulaire de la tangente menée par un point quel- 


st d - 
conque de cette courbe, c’est-à-dire S, sans résoudre 


léquation par rapport à l'une des variables. 


83. ÉLIMINATION DES CONSTANTES. — Entre une équa- 
tion donnée et l'équation qu’on en tire par la différentia - 
tion, on peut éliminer une constante ; il en résulte une 
nouvelle équation qui exprime une propriété de la tan- 
gente, commune à toutes les courbes que représente l’é- 


quation proposée, quand on y donne différentes valeurs 
à la constante. 


84. FONCTIONS IMPLICITES DONNÉES PAR PLUSIEURS 
ÉQUATIONS. — Du système des deux équations 


on déduit 
df df df 
a aE r e Aa ES 
dF dF dF 
—- — d — dz= 
TAIA dy jä dz oi 
dfdF dfdF dfdF dfdF 
dj =- dz đz ~ d dx dz dy de dredy 
dx dfdF dfdF’ . dx  dfdF dfaE` 
ET Fe OM D 
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85 et 86. En général, si l’on a z équations entre n + ı 
variables, une seule sera indépendante et toutes les autres 
seront fonctions de celle-là. On égalera à zéro les différen- 
tielles des premiers membres de toutes ces équations; on 
aura ainsi n équations où dx, dy, dz, etc., entreront au 


. z à + . d 
premier degré, et d’où l’on tirera les valeurs de 2, 
fd 


dz 
Te? etc. 

87. DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 
— Soit y = f (x) une fonction quelconque de +, et y’ sa 
dérivée. Cette dérivée étant une fonction de x, on peut 
la différentier, et l'on obtient ainsi la fonction dérivée 
de y’, que l’on appelle la dérivée seconde ou du second 
ordre de y, et qu'on désigne par y”. De même y” aura 
une dérivée y”, et, en continuant ainsi, on aura les déri- 
vées de tous les ordres de y. On les représente aussi par 
f' (2) f" (2h f" (£). 

A ces dérivées correspondent les différentielles succes- 
sives de y, que l’on représente par d°y, d(d° y) etc. 

On a 


dy =y da, Py =y dr). Py d#;.., d'y =de, 


ou 
dy d'y dy d'y 
= = Ve, M — +7 i epar A 
Y Ph z?’ Y dz?’ EE dz" 


88. ExemPLES : 1° y = x”. 
2° y = Aam Bart + C +... 
d 
Zc mA + (m—1) Ba +, 
es Az"? 1)(m—2)Bz"3+,,.; 
a = M(m—i) + (m— ( E s... 


et, si m est un nombre entier, 


dy 
Zn =1:2.3...m.A. 
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Les dérivées suivantes sont nulles. 


3° RAT 
PR ENS 
de" = a (la) . 


d'y 


D Sa 
4 y = log z. 
PT = (m1) n.2.8.. (m1) loge. 

Bo y= sinz. 

d'y : -EA 

2 = sin (= Fe: 

y = coss. 
d'y 


PE = cos (=+is). 


89. Quand la fonction y est donnée par l'équation 
S (zy) = 0; 


df caf 
2e IAE D 


on a 


équation qui fournit d’abord la valeur de y’. 
Représentons par 


2(% II) = 0 


l’équation (2), ou plus généralement une combinaison 
quelconque des équations (1) et (2) : l'équation 


fera connaitre y”. 
On trouverait de même y”, »'", ete. 


90. Du cHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. 
— Si l'on a z équations entre (n+ 1) variables, y, x, 
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t, U, V,..., On peut en regarder une comme indépen- 
dante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées 
en fonction de celle-ci. Si l’on choisit t, par exemple, 
on a 

Jr = Ÿ(t) et d'y = %®(t)de. 


91. Si l’on prend £ pour variable indépendante, et que 
lon considère x et y comme fonctions de t, on a 


dy =f'(z)dz, 
dy =f'(z)dr+f'(x)d'z, 
dy =f"(z)de + 3f"(x)dzd'x + f'(x)d'zx; 

ou 

Y(t) =f" (x) (0), 

Yo =S"(z)e (t+ (2) (0), 

YO =S" (ae (EP + 3f” (2) (t) (0) + S'(z)e" (t) 

92, 93. Réciproquement, si l’on connaît les différen- 
tielles ou les dérivées successives de x et de y considérées 
comme des fonctions ọ (t) et Y(t) de la variable indépen- 


dante {, on en peut déduire les dérivées f'(x), f” (x), etc., 
de y considérée comme fonction de x : 


d 
f'a=T 
ras drd’ y —dyd’æ 


dz’ 


f(x) = or S), 


les différentielles dans les seconds membres sont rela- 
tives à 4. 


94. La dérivée première f'(x) est la seule dont lex- 
pression par les différentielles de x et de y reste la même, 
quand on cesse de prendre x pour variable indépendante 
ou quand dr cesse d’être constante. 
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95. Vérification des formules générales. Si lon fait 
x=t, ona 


dy d? d’ 
f'(a) =F» f") = 3R Pa EREN 


96. Si lon prenait y pour variable indépendante, l'é- 
quation 
y =f (2), 
étant résolue par rapport à x, donnerait une valeur de la 
forme 
aE (f); 
F (y) est dite la fonction inverse de f(x). 


F'(z) = 


F (y) 
ER 
f (2) =— 
Fial SRE 7, 


97. Exemple du changement de la variable indépen- 
dante. 


SEPTIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDÉPENDANTES. 


98. DiFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES D'UNE 
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — Si 
dans une fonction de plusieurs variables indépendantes 


u=f (z, y, 2), 
on ne fait varier que x, et qu'on prenne la dérivée 
de la fonction par rapport à x, cette dérivée partielle 
sera une certaine fonction ọ(x, y, z); on la représente 
du re df (2, Y, 
dx dx 


par la notation 2), En multipliant la dé- 
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rivée partielle par dx ou par l'accroissement arbitraire 


de x, on aura la différentielle partielle de u par rapport 
` du 
à x, 9(x, y, z)dx, ou dr. 


99. Si l’on pose 


du du du 
ETS = px, 7, z), dy = (2,732) di =x (z, 7, 3), 
la somme des différentielles partielles de u par rapport 
à toutes les variables, ou 


glz, y, 3)dz + $(2, y, 2)dy+ x(z, y, 2) dz, 
sera ce qu'on appelle la différentielle totale de u. 


100. 


Au = [ẹ (2,7, z) Az + (x, y, 2) Ay + xx, y, z)âz] 
+ (aA + Bay + y'Az). 


L’accroissement de la fonction u se compose de deux 
parties : dans l’une, les accroïssements des variables sont 
multipliés par des fonctions indépendantes de ces ac- 
croissements, et qui sont les dérivées partielles de u; 
dans l’autre, ces accroïissements sont multipliés par des 
quantités «, B”, y” qui s’évanouissent en même temps 
qu'eux. 


101. Exempzes. 


102. PROPRIÉTÉS DE LA DIFFÉRENTIELLE TOTALE. — La 
limite du rapport de l’accroissement d’une fonction à sa 
différentielle totale est l'unité. 


103. Quand une fonction de plusieurs variables est 
constante, sa différentielle totale est nulle. 

On en conclut que si deux fonctions ont une diflérence 
constante, leurs différentielles partielles ou totales sont 
égales, et réciproquement. 


404. DiFFéRENTIATION D UNE FONCTION COMPOSÉE DE 
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES, — Si 
une fonction est composée de deux fonctions des va- 
riables indépendantes x, y, z, comme p =F (u, v), on 
aura 
dp _ dp du dp dv 
dx du dx  d dx’ 
dp dp du dp dy 
dy = du dy de dy’ 
+ _dpdu dpdv, 
T du dz a de dz’ 


la différentielle totale de p : 


d 
dp = P du + TL de. 


105. DiFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE 


PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — Soient les deux 
équations 
(1) PACS Z, 4, v)=0, 
(2) F{xz, 7,2, u,v)—=0. 
On aura 
df lz Pa 2 df df D D — 
had PIER dt gæta dv = 0, 
dF ss dF dE dF 
Ne RE E A ds +g du + g dv = o. 


De ces deux équations on tirera du et dy. 


106. DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 


LE ou re indique qu’il faut prendre d’abord la dé- 


SES x À du " Š 
rivée de u par rapport à x, qui est Za’ € ensuite la dé- 


rivée de 2 par rapport à y. De même Ps 
dx dx dy 
dérivée par rapport à x de la dérivée de u par rapport à y. 
On indique d’une manière semblable le résultat d’un 


nombre quelconque de différentiations exécutées dans un 


exprime la 
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; $ d'u 
certain ordre sur la fonction u. Ainsi -————- signi 
u. Ainsi diirik signifie 
K S du .. du 5 
qu'il faut prendre d’abord z= = u,, ensuite ay — Un puis 
du, iz 


di 
g = Us el enfin T 
107 à 109. THÉORÈME SUR L'ORDRE DES DIFFÉRENTIA- 
vions. — Le résultat final de plusieurs différentiations 
successives est toujours le même, quel que soit l’ordre 
dans lequel on opère par rapport aux diverses variables. 


410. DIFFÉRENTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES D'UNE 
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — Soit 
u une fonction de trois variables indépendantes x, y, z, 
on aura, en général, 


du du du (^) 
d” u =| — d: — dy + — di 
u (Far -+ dr + de) ; 


formule symbolique, dans laquelle il faudra remplacer 
du" par d'u après le développement. 


444. DÉRIVÉES PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES. 
— Une équation f (x, y) — o, entre deux variables x 
et y, donne 


df 
CPR 2 nu Le _Æ 
ps = dy = jaa = Pme 
a Sd o, d'où 4 FF’ 
dy 


d'f df dy (a) df d'y 
= d'ores EPA a M 
dy dx’ 


dx’ dx dy dx dy? \ dx 
ss) . d'y . > 
d’où l’on tire + En différentiant de nouveau, on ob- 


d'y d'y 


tiendra Le? 5 MA 


412 et 113. Si l’on a une seule équation entre trois 
variables 


(1) F(z;9s3)= 0, 
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en différentiant l'équation (1) par rapport à x, on a 


df daf rda : 
(2) » FRE dx 29 
PE AR 
d’où l’on tire — On a de même 
dx 
LU de 
(3) D À de E 


. . Z 
équation qui donne la valeur de a 


En différentiant nue (2) par rapport à x, on aura 


F df pre 15 j ee. d?z A: 
dx? dzd de s &) Faz Nr NDS 
d?z 
RUE á 
d’où l’on tire rx 


En différentiant l’équation (2) par rapport à y ou l'é- 
quation (3) par rapport à x, on trouve également 


dif o d'f da Uf dsi Af ‘ds ds “af d'z 


ETES dx Eh UF d dx dy dz dedy 


d’où l’on déduira —— 
dady dy 


Enfin, en différentiant l'équation (3) par rapport à y, 
on aura 


dsf Pfa AE, EF N df d?’z 
a Sa =l ET = 
dy’ dydz dy — d? \dy } 


ds dj =” 


« : d’z : 
équation qui fera connaître pro On trouverait de mème 
d'z d'z 
d’ dedy ` 


T. a° édition. 29 
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HUITIÈME LEÇON. 


DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DES FONCTIONS D'UNE SEULE 
VARIABLE. 


114 à 117. SÉRIE DE TAYLOR. 


Sie + h) = f(x) + AS (a) pra). 


h" Val 

LA” 2-6: 1e id 1.2.3...(2 si ns cure 

Cette formule a lieu pourvu que f ("+1 (2) reste finie 
et continue pour toutes les valeurs de la variable x’, de- 
puis la valeur x que l’on considère dans la formule jus- 
qu'à x+h. 

Les fonctions dérivées d'ordre supérieur à a+: ne 
sont assujetties à aucune condition. 


R AR f +04) 
== fn) ( » - ; 
1.2.3...(n+1) ( - 


118. AUTRES FORMES DU RESTE. 


RE (PU e 04) — JU (ae) 


La formule suppose que f™ (x') reste finie et conti- 
nue pour toutes les valeurs de la variable x’, depuis x 
jusqu'à x+h; elle nexige aucune condition relative aux 
dérivées d’un ordre supérieur à n. 


119. 
nti {y — Qn 
RU TN un(e + où). 
Er E 
120. REMARQUE SUR LA SÉRIE pe Tayvror. — Si 
l'on arrête la série de Taylor à un terme quelconque 
h’ 


———— [M (x) qui ne soit pas nul, on pourra toujours 
aai CUT pas nul, on p j 


prendre la quantité À assez petite pour que ce terme sur- 
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passe en valeur absolue Ze reste qu'il faudrait ajouter à 


SE) + AP (EY RE pe( 2), 


afin d’avoir la valeur exacte de f(x +A). 


191. Série pe Macraunix. 


zx: 


Sa) =f (0) +af' (0) + ZS" (0) + f"(o) +... 


E-E,3 
Le reste a l’une de ces trois formes : 


art 


1.2.3: (2 +1) 


FIG), [f (0x) —f"(0)]. 


152. 32.57 


an+ (1 — 0)" 


CERT.. 


FE (9x). 


122. REMARQUES SUR LA FORMULE DE MACLAURIN. — 
La fonction f(x) ne peut pas être développée suivant 
les puissances de x par la formule de Maclaurin, quand 
cette fonction ou l’une de ses dérivées devient infinie on 
discontinue pour x = o. Mais on peut alors la dévelop- 
per suivant les puissances de x — a, par la formule 


S{æ)=S (a) + (1—a)f' (a) + ET pr(a) +. 


123. La fonction f(x) ne peut ètre développée en une 
sérieconvergente procédant suivant les puissances entières 
et ascendantes de x autrement que par la formule de 
Maclaurin. 


124. La série de Maclaurin, quand elle est conver- 
gente, peut converger vers une limite différente de f(x). 


195. AUTRE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 


29. 
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> 


NEUVIÈME LEÇON. 
APPLICATIONS DE LA SÉRIE DE MACLAURIN. 


426. DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES. 


æ g3 2? 
E= i d H HM + ———> +... 
RARE SERRES. 
ax a+! 
+ — m +. s 0 
REDT 1.2.3.. .(n+1) 


127. On tire de là le développement de a* : 


PRE sla eaa æ (la) RS æ(la)" 
I FE 1,273 CPE 
I pye 
N} . 
1-2..... (2 +31) 


. 498, DÉVELOPPEMENT DE sinX ET DE COST. 
a ER ae 

1.2.3 1.2.3.4.5 

gami artt 


T3. 0 + Ti M Ai (n +1) 


sinz = x— 


cos(4 x). 


z a+ 
BEST. (2—1) PaRaS: A PETE anahi 5 


130 à 133. — FORMULE DU BINÔME POUR UN EXPOSANT 
QUELCONQUE. 


m|(m— 1) 


{r= 1 + mz + F æÆ +... 


PA Ci Po 1)...(m AS), 
ia eR 

m(m — 1). . (m — n) 
1.2.3...(r +1) 


a+ (1 + 0e), 
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série convergente, si x tombe entre —1 et +1, quel 
que soit m. 


434. Dévezorremenr DE log(i+ x). — Lorsque x 
tombe entre +1 et — 1, On a 
x? PTE à 


se er de: ©) due 


135, 136. FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES. 


ir RAR SAR NE 
(+i =y =a 3 (2y +4) KAS 


I(z+4)+ (x —4) + l(1+3)+ (1—3) —2lz—l(x+5)—l(z—5) 


D Le EPL EA ES E 
> [+ saeia) a por E 


Si l’on avait x = 1000, ou un nombre supérieur, on pour- 


. . I 
rait, avec une erreur moindre que ——; poser 
10 


Ile + 4) + I2 — 4) + I(2 + 3) + (2 — 3) 
—2lz — I(x +5) — I(r — 5) = 0. 
137, 138. Lorsque deux nombres sont supérieurs à une 
certaine limite, telle que 10 000, leur différence, pourvu 
qu’elle soit suffisamment petite, qu’elle ne surpasse pas 1 


par exemple, est sensiblement proportionnelle à la difié- 
rence de leurs logarithmes. 


139. DES LOGARITHMES CONSIDÉRÉS COMME LIMITES D EX- 
PRESSIONS ALGÉBRIQUES. 


> æ\" 
e = lim (: +2) 
m 


quand m devient plus grand que toute quantité donnée. 


140, 141. 


ly = lim[m (Yy —1)] quand m=% . 
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DIXIEME LEÇON. 
FORMULE DE MOIVRE ET SES CONSÉQUENCES. 

142. GÉNÉRALITÉS SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. 
— Une équation où entrent des quantités imaginaires est 
la représentation symbolique de deux équations entre des 
quantités réelles. 

143. Toute expression imaginaire a+ b /—1 peut être 
mise sous la forme r (cost + ÿ—1 sint) : 


r=Va + b, cost = =—— ; A7 OS EEE 
Va + b: Va b? 


La quantité r, que l’on prend toujours positive, est dite 
le module de l'expression imaginaire. Les valeurs de sinz 
et de cost font connaître l'arc £ ou l'argument : on le 
choisit ordinairement positif et plus petit que la circonfé- 
rence. 


144. Formuze pe Moivre. 
(cosz4+-y— 1 sinz) (cosy + ÿ—1 sin y) (cosz + V—1sinz). és 
= Cos(z+y+2+...)+V—isin(r+y+z+. SF A 
(cosx + ÿ— 1 sinz)" = cosmz + ÿ— 1 sin mz. 
Cette formule, appelée formule de Moïvre, est encore 
vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou 
négatif. 
145. DÉVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS D'UN 


MULTIPLE D'UN ARC SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS ET DU 
COSINUS DE CET ARC. — Si 


m (m — 1) 


COSMX = COS" x — a cose sinx 
re 
m(m—31) (m—2)(m—3) r 
+ —————— mem COS 2 ESAE hé; 
1.2:3-4 


sin mæ = m cos" !x sinx 
m(m—1) (m — 2) aa: 
T e — COS"? sinr +. ... 
1.2. 
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146. DÉVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE D'UN SINUS OU 

DUN COSINUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES 
MULTIPLES DE L'ARC. — m pair et égal à 27 : 


21 cos" z = cosmz + m COS(m — 2) x 
siik aipa 


U e AE Spa AS CT 


m impair et égal à 2 n +1 : 


2-1 COS" x = COS NX + m COS(m — 2)x 
—1 m—1)... 

a. RU (m—4)x +... + eds Scie cos +. 

1.2 D 


147. m pair et égal à 27: 


(—1)"2"— sin" x = cosmx — m cos(m— 2) x 
= Anh Z) eos (m4)... E RE ER g 
y. 2 Er PE CR 


-4 


m impair et égal à 27 +1: 
(—1)"2"-' sin" x = sinmz — m sin (m — 2 )x 
mim—1) . mm—1)...(r+2 


fr 
sin (m — LR a A ER 0 
\ 4) AA sinr 


148. THÉORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 


æ a 
CIRE HR — + ——> +... 
1.2 12.3 


avt 


Convenons d'appeler e*"-' le résultat de la substitu- 


tion de xy— 1 à la place de x dans la série ci-dessus : on 
aura 
= coss + V—: sinz, 


e= — cosz — V —:ı sinz. 
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149. emi X erT — et), 


150. On est convenu de représenter par et?" le ré- 
sultat de la substitution de x +y ÿ—1 à la place de x, 
dans la série 


æ 
1.2.8 


> “ 
Fat H +... 
Fa 


La formule e” >X< e’ = e+ est encore vraie lorsque 
les exposants sont de la forme x + y V—1. 


151. Toute expression imaginaire a + by—ı peut 


étre mise sous la forme e+=, 


Sig est le plus petit des ares positifs qui ont TFT 7: 


pour cosinus, et pour sinus, on aura, ¿ étant un 


Va b? 
nombre entier quelconque, positif ou négatif, 


a+ bi = Aet), 


452. LoGARITHMES IMAGINAIRES. — Si l'on convient 


d’appeler logarithme népérien de a + b Ÿ—1 l'exposant 
imaginaire de e, dans l'égalité précédente, on aura 


ila + DENERICE b) + (air + s)V—T. 


Un nombre positif a un seul logarithme réel et une 
infinité d’imaginaires. 
Une quantité négative n’a pas de logarithme réel. 
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ONZIÈME LEÇON. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS BINOMES. 


153 à 155. Résozurion DE L ÉQUATION Æ"— 4. — 
Les valeurs de x sont données par la formule 


2ir — . 2ir 
z =r | cos — + y—ısin— }; 
mn. m 


en donnant à č les valeurs o, 1, 2, 3,..., m — 1, ou par 
la formule 

2kr — i Akn 

Mr (cos — Ey—: sin) , 
m m 
é 
x ` X ;. m 

en attribuant à k les valeurs o, 1, 2, 3,..., jusqu’à 5 


m = 1 


ou » Suivant que m sera pair Ou impair. 


156. Tnéoniue pe Cores.— Décrivons un cercle avec un 
Fig. 7 rayon égal à r; menons un 

diamètre A A’, et, à partir du 

point À, divisons la circon- 

` férence en m parties égales. 
Prenons sur ce diamètre une 
longueur OM = x, et joi- 
gnons le point M aux divers 


points de division. 

La différence des m*"*" puissances des lignes OM et 
OA est égale au produit des lignes menées du point M 
aux divers points de division de la circonférence. 


157, 158. RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION 2" = — a. — 
x est donnée par la formule 


r= r[ cos (He 2 PIE nr AL si =], 
m m p 


où il suffit de faire successivement i = 0, 1, 2,..., 
(m — 1), pour avoir toutes les valeurs de x, ou par la 
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formule 
2k+:1) (at 1) 
ESP PC ut) LR y—ı sin NE | ; 
À m m 
en attribuant à À toutes les valeurs entières Jusqu'au plus 


Mi 


t Š ı—ı 
grand nombre entier qui ne surpasse Pas — ; c'est- 


ru : s MAT. : Mi 
à-dire qu'on s'arrêtera à si m est pair età 


si m est impair. 


159. Théorème analogue à celui du n° 156 avec cette 
différence que les divisions de la circonférence en m par- 
ties égales ne commenceront pas tout de suite an point À, 


R è r š > x 
mais au point qui en sera distant de l'are z5: 


160. Résozurion nE L'ÉQuATION a" = a + by—ı. 


a+b V= = p (cosy + ÿ—1 sin e), 


i désignant un nombre entier quelconque, positif ou né- 
gatif. 


161. 5 x 
LT" + pr" + q = 0. 


On tire de cette équation les suivantes : 


rue Poe 
ART DE 
paz 


PEE A feul 1s 
2 4 


qui rentrent dans l'un des cas déjà traités. 
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DOUZIÈME LEÇON. 


EXPRESSIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS UNE FORME INDÉTERMINÉE. 


162, 163. VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI SE PRÉ- 
elz) 
J2) 


P .Ņ. a 0 > D s, 
se réduit à z quand x =a. Supposons que f "+ (a) et 


o . . . 
SENTENT SOUS LA FORME à > Soit une fraction qui 


"+1 (a) soient les premières dérivées qui ne s'annulent 
pas simultanément pour x = a; on aura 


p(æ) _ gra) 
fiz) Fea) 


lim 


164, 165. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA 
(x) 
f(x) 


; Ca) $ ; i À 
forme —; pour x = a: si n + 1 désigne l’ordre des dé- 
co 


Le) > , . 
FORME < R Supposons que l expression prenne la 


rivées de ọ(æ) et de f(x) qui, les premières, ne sont pas 
nulles ou infinies à la fois, on a 


glz) _ g" (a) 


F) Ja). 


lim 


166. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA 
FORME 0 X % . — Pour trouver la valeur de l'expression 
ọ(a)f (a), dans laquelle g(a)—o et f(a) =æ, on 


observe que 


f(x) 


i é o ž A 
expression qui devient g pour x= a, et l'on appliquera 


les règles précédentes. 


167. Lorsque les dérivées de g(x) et de f(x) con- 
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duisent à des expressions qui présentent toujours pour 
æ= a la mème indétermination que celle dont on cherche 
la vraie valeur, on estobligé d’avoir recours à des artifices 
particuliers. Celui qui réussit le plus généralement 
consiste à remplacer x par a+h, à développer les 
fonctions par la série de Taylor, à opérer toutes les 
réductions et simplifications possibles, et à faire finale- 
ment h — 0. 


168. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME 
o° ou 1”. — L'expression f(x)? ® prend une forme in- 
déterminée lorsque les fonctions f(x) et (x) s'an- 
nulent toutes les deux pour x =a; on trouvera sa vraie 
valeur en cherchant celle du produit o(x)1 f(x). 


169. EXTENSION DES RÈGLES PRÉCÉDENTES. — Les règles 
établies ci-dessus, pour trouver la valeur des expressions 
indéterminées, subsistent encore lorsque a devient infini. 

Mais avant d'appliquer les règles il faudra bien s'as- 


1 

. , . . T 

surer que l'expression proposee , ainsi que $, ap- 
/ 


proche d’une limite quand x tend vers l'infini. 


TREIZIÈME LEÇON. 


DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES, 


470, 171. Extension pu THÉORÈME DE TayLon. — 
Soit u = f (x, y) une fonction de deux variables : 


SP, 4) =U, z+ht=p, y+ht=3, 


du du 1 fdu du ,\6) 


(3) 1 du du ,\(°) 
SS — h+k R. 
4) pi + TT ) fr 


+ 


1 du LE du 
1.2.3 (z dy 
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On a d’ailleurs 


1 / dU dU \™ ‘du du \™ 
= = — k — | — h + —k 
B -alg ) (aitai) J 
expression dans laquelle il faut remplacer p par x+ Oh, 


et q par y + 9k. 
172. On a la formule 


kd f(r+ hyk, z+l,...) 
(1) d?n d'u 
Vu a HR RE HER, 
1.2 à T E 
où 
dU dU dU \ () $ 
L hA kEi. ) 
hs 1 dp dq dr 
PA FE. KLA EA de, du, (n) 
pr gitat 


Dans cette expression symbolique, on a 


OE T O ESN T re), 
p=xz+8h, q=y+9k, r=2+01..., 


et 8 représente une fraction positive. 

Quand on reconnait que le reste R peut devenir 
plus petit que toute quantité donnée, lorsque z est 
assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre 
de l'équation (1) est convergente et a pour somme 
f(x+h,y+Rk, z+ l, ...). Cest la série de Taylor éten- 
due à un nombre quelconque de variables. 


173. En prenant h et k assez petits, un terme quel- 
conque du développement, s’il n’est pas nul, surpassera 
en valeur absolue le reste de la série, à partir de ce terme. 


174. Exrension pu THéORÈME DE MacLAurin. — Dé- 
t du du > 
sıgnons par tilos de ? dy "AC ce que deviennent LE 
0 


du du 


ago PO X= y o0. 
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On aura 


f FR WT ‘du du 
| Ain. =at (T HS 2 


BOOT ESS 


(2) 


1 { dU dU ,\(" du du- \ OX, 
= ——— ete D + £ PEN (mecs + t : 
$ naa PY A E dc dq ). (Rene) | 


expression dans laquelle on doit faire x — 0, y =o, et 
remplacer L par x, k par y, p par 6x et q par 6y. 
Lorsque R tend vers o à mesure que n augmente, le se- 
cond membre de (2) donne lieu à une série convergente 
qui a pour somme f(x, y). C’est la série de Maclaurin 
étendue aux fonctions de deux variables. 


175. Foncrions HOMOGENES. f (x, y, z) sera une fonc- 
tion homogène si l’on a 


f(x, ty, tz) = |" f(x, y, 2); 
m est dit le degré de la fonction. 


176. Si l’on divise une fonction homogène de degré 
m par une des variables élevée à la puissance m, la 
fonction ne dépendra plus que des rapports des autres 
variables à celle-ci, et réciproquement. 


177. Les dérivées partielles et du premier ordre de 
toute fonction homogène du degré m, f(x, y, z) sont 
des fonctions homogènes du degré (m — 1). 


178 à 181. Pour toute fonction homogène, on a 


AA PE d du 

(a) 7 EX FECE MM 

2) (2. du _\@) 

( [= TI + i) = m(m— 1) u, 
d dı di (3) 

(3) ( Et +) = mm — 1) (m — 2 )u, 


http://rcin:org.pl 


DES MATIÈRES, 463 

La relation (1), la plus importante, montre que la 
somme des dérivées partielles d'une fonction homogène, 
multipliées respectivement par la variable correspon- 
dante, est égale à la fonction multipliée par son degré. 


QUATORZIÈME LEÇON. 


MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 


182. Maximums ET MINIMUMS DES FONCTIONS D'UNE 
SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE. — Soit f (x) une fonction 
d’une seule variable x. Si, en faisant croître x, la fonction 
prend une valeur réelle qui surpasse celles qui la précèdent 
et celles qui la suivent immédiatement, cette valeur de 
la fonction est dite un maximum. On appelle minimum 
une valeur moindre que les valeurs voisines. 


183. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maxi- 
mums et minimums, lesquelles doivent se succéder alter- 
nativement. Un maximum peut ètre moindre qu'un mi- 
nimum. Un maximum négatif devient un minimum quand 
on fait abstraction de son signe, et de mème un minimum 
négatif pris positivement devient un maximum. 


184. Les valeurs de x qui rendent f(x) maximum ou 
minimum sont uniquement celles pour lesquelles f'(x) 
devient nulle, infinie où discontinue en changeant de 
signe. 


185. Ordinairement le maximum et le minimum ré- 
pondent à des valeurs de x pour lesquelles la fonction 
dérivée change de signe en s’évanouissant et en restant 
finie et continue. Dans ce cas, on a la règle suivante. 


186, 187. Quand une valeur de x annule quel- 
ques-unes des dérivées successives f'(x), f"(x), ..., si 
la première dérivée qu'elle n'annule pas est d'ordre 
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pair, la fonction f(x) est un minimum ou un maximum, 
selon que cette dérivée est posilive ou négative; mais 
il n'y a ni maximum ni minimum si la première dérivée 
qui ne s'annule pas est d'ordre impair. 


188, 189. Maxrmums ET MINIMUMS DES FONCTIONS 
IMPLICITES D'UNE SEULE VARIABLE INDÉPENDANTE. Suppo- 
sons trois équations entre quatre inconnues : 


f(x; 7;2;u)=0, 
(1) {w(z,-7, z,u)=0, 


| Y(x, 7,3, u)= 0. 


Pour trouver les valeurs de x, ainsi que les valeurs cor- 
respondantes de y et de z, qui donnent des maximums ou 
des minimums de u, on différentie les équations (1), en 
y regardant y, z et u comme des fonctions de x et suppri- 


È du z 
mant les termes où entre z ce qui donne 
ax 


df. Af dyi df “dr 

— .—+—. — = 0, 

dz dy dx  dz dx 

de de dy de dz _ 
(2) RTE TER UN 

dy dy dr dd 


dx" dy dz di dx 


PLU LE dz 4 A E 
On élimine A et 7 et l'on obtient une équation, 


(3) Fiz, y, s, a) = 0; 


qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de 
x, Y,zetu. 

dy 
dz 
peut se faire en ajoutant ces équations multipliées res- 
pectivement par 1, À et p, et choisissant les indétermi- 


FR dz = e 
L’élimination de += et de z; entre les équations (2) 
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nées À et u de manière que dans le résultat les coefficients 


d ga. E 
de Z et de = soient nuls. 
dx dx 


190. On pourrait avoir à déterminer les maximums 
ou les minimums d'une fonction explicite F (x, y, z, u), 
x,y, z et u étant des variables liées entre elles par les 
équations 

FS(z: 7,3, u)=0, 
CPE 
ÿ(z,.Y,z,u)—=0. 


L'une des variables, x par exemple, pourra être re- 
gardée comme indépendante; y, z, u, F(x, y, z,u), 
seront alors des fonctions de x. 

Cette question est un cas particulier de la précédente, 
savoir celui dans lequel la fonction implicite, dont on 
cherche les maximums et les minimums, n’entre que dans 
une seule des équations (1). 


QUINZIÈME LEÇON. 
MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


191. MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLU- 
SIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — Une valeur particu- 
lière et réelle d’une fonction de plusieurs variables indé- 
pendantes f (x, y, z) est un maximum, quand elle surpasse 
toutes les valeurs voisines de cette fonction, c’est-à-dire 
celles qu’on obtiendrait en donnant aux variables des va- 
leurs très-peu différentes de celles que l’on considère. On 
appelle minimum d'une fonction une valeur particulière 
moindre que toutes les valeurs voisines. 

Les valeurs de x, y, z qui rendent u= f(x, y, z) maxi- 
mum ou minimum se trouvent parmi celles qui rendent 
‘=. dE dut ; P ~ R 
les dérivées —, —, — nulles, infinies ou discontinues. 

dx dy dz 
I. 2° édition. 30 
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192. En se bornant au cas où ces dérivées sont conti- 


nues, on peut s’aider de la série de Taylor pour distin- 
guer, parmi les solutions du système, 


du = du de: 


= = 0 — = 0 — 
dx LME + RUE 
celles qui répondent à des maximums ou à des minimums. 


193. La différentielle totale du premier ordre est nulle. 

Si d’u n'est pas identiquement nulle, il peut arriver 
trois cas : 1° d° u pourra changer de signe, alors il n’y aura 
ni maximum ni minimum; 2° d°u conservera toujours le 
mème signe, alors u sera maximum ou minimum selon 
que d’u sera négative ou positive; 3° d°u sera nulle pour 
certaines valeurs de h, k, l, mais sans jamais changer de 
signe. Alors on ne peut dire si la fonction est un maxi- 
mum ou un minimum, et pour avoir une conclusion il 
‘faut pousser plus loin le développement de Au. 

Nous nous contenterons de chercher les conditions né- 
cessaires et suffisantes pour que d°u ou la fonction 


AE + BEP + C++ 2Dhk +2Ehl+2Fkl 


soit positive pour toutes les valeurs réelles de À, k et l. 
Les coefficients A, B, C ne sont pas nuls à la fois. 
Supposons donc que A, par exemple, ne soit pas nul; 

une première condition nécessaire dans le cas du mini- 

num est 


(1) A `>o. 
Maintenant, on peut écrire d’u sous la forme 
Dk + El\’ 
A (4 + Pret) + GA +IP + 2M41, 
si l’on pose, pour abréger, 
D? E ED 


B— E a Er dat E~ daniel. 
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Une seconde condition, nécessaire dans le cas du mi- 
nimum, est 


(2) G >o. 


En posant, pour abréger, 


2 


nr 
la différentielle seconde d°u pourra être mise sous la 
` forme 

A (a + EE) +6 (++ e)+ Ne, 

et l’on doit avoir 
(3) N>0. 

Les conditions 

A%o, G>o, N>0o, 


sont nécessaires et suffisantes pour que f(x, y, z) soit 
un minimum. 


194. Si f(x, y, z) est un maximum, il faudra, pour 
les mêmes raisons, que l'on ait 


AB+BE+...+2FH<o, 
ou bien 
> Ak — B} —... —2Fk > 0 


pour toutes les valeurs réelles de h, k, Z. On aura donc 
les conditions nécessaires et suffisantes du maximum, en 
remplaçant, dans les trois conditions trouvées plus haut, 


A par — A, B par —B,..., F par —F. 
195. Si les quotients différentiels A, B, C, D, E, F 


étaient tous nuls, pour les valeurs de x, y et z, tirées des 


équations 
du du du 


D & 


les quotients différentiels du troisième ordre devraient 
30. 
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s’annuler d'eux-mêmes, et la différentielle du quatrième 
ordre aurait le même signe pour toutes les valeurs tirées 
des accroissements À, k, l. 


196. Maximoms ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLI- 
CITES DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — Soient 
les équations 

Frs Y; Z, u, 0) =0, 
(1) o(æ, ÿ;, z, u, v) =0, 
d(r,;9%32%, dy) =0: 

Deux des variables, x et y, sont indépendantes; z, u, v 
sont des fonctions de x et de y. Si l’on veut rendre maxi- 
mum ou minimum la fonction v, la différentielle totale 
de v doit être nulle. 

Si l’on différentie les équations (1) en faisant attention 
que dv = 0, il viendra 


sA df af df 
z4r EN a E TE du = o0, 
s de z dy 
(2) ER +7 +7 h+rdu=o, 
: PE. PUF DRE. PR 
dt FAN TESTER 


En éliminant dz et du, on obtiendra une équation de 


la forme 
Pdr +Qdy—=o, 


et il faudra que l'on ait 
(3) Po ETP 
Les équations (1) et (3) donneront les valeurs cherchées 
de £, Jy Es Uy V: 
Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction 


est maximum ou minimum , il restera à examiner si la 
différentielle totale d° v garde toujours le même signe. 


197. Comme cas particulier, si l’on a une fonction 


= (zx; y; z;u) 
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avec les relations 
(2, J, Z; 4)=0, 
Ņ(z2, y, 2, u)=0, 
cela revient à changer, dans la question précédente, 


f (£, 7, Z, u, v) en F (£, y, z,u) —v, et à supposer 
que les fonctions ọ et 4 sont indépendantes de v. 


SEIZIÈME LEÇON. 


THÉORIE DES TANGENTES. 


198. ÉQUATIONS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. 
— Soit f (x,y) = 0 l'équation d’une courbe plane AMM’; 
soient x et y les coordonnées d’un point quelconque M 
de cette courbe. En désignant par X et Y les coordonnées 
courantes d’un point quelconque de la tangente, l’équa- 
tion de cette droite sera 


(1) Y—r= j (X—:), 
ou 

df df XP 
(2) RU AREA PIE: 


199. L’équation de la tangente conserve la même forme 
lorsque les axes sont obliques. 


200. Si les axes sont rectangulaires, l'équation de la 
normale MN sera 


dx 
re RAT aA 


Si les axes sont obliques et font un angle 6, 


dx + dy cos9 ; 


MENT dy + dx cos9 ` Aii 


$): 
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201. LONGUEUR DES LIGNES NOMMÉES SOUS-TANGENTE, 
ETC. — Âxes rectangulaires. 
Sous-tangente S, = PT : 


Fig. 11. s OPAN. 


P= dae 


Longueur MT de la tangente : 


w/ 
| FA 
È M dr 
| AN Mig yti 
le \ A 
ToT S P N T 


202. DEGRÉ DE L ÉQUATION DE LA TANGENTE. — Si 
l'équation de la courbe est algébrique et du degré m, l'é- 
quation de la tangente sera du (m — 1)®”° degré relati- 
vement aux coordonnées du point de contact. 


203. PROBLÈMES SUR LES TANGENTES. — Mener par un 
point (a, b) une tangente : on aura, pour déterminer les 
coordonnées inconnues x et y du point de-contact, les 
équations 


(1) f(z, y)=0, 
E E S 287 
(2) dE rm Me LE 


L'équation (2) considérée isolément représente un lieu 
géométrique qui contient tous les points de contact et qui 
est du degré (m — 1) au plus. 


204. Trouver une tangente parallele à une droite dont 


http://rcin.org.pl 
f 


DES MATIÈRES. 471 
l'équation est Y = aX. On doit avoir 


dy 

L” 
équation qui, jointe à f(x,y) =0, déterminera les 
coordonnées du point de contact. 


Si f(x,y) est du degré m, le problème admettra au 
plus m (m — 1) solutions. 


205. DE LA CONCAVITÉ ET DE LA CONVEXITÉ DES COURBES 
d? À 

PLANES. — Selon que y et = sont de même signe ou 
de signes contraires, la courbe est convexe ou concave 
au point M vers l’axe des abscisses, si l'angle des par- 
ties positives des axes n’est pas plus grand qu’un angle 
droit. Dans le cas où cet angle est obtus, on changera le 
signe de l’une des coordonnées, ce qui rendra aigu l'angle 
des coordonnées positives, et l’on appliquera la même 
règle. 


dre: x 
2 ait le même signe que y 


un peu ayant que x devienne égale à OP, et un signe con- 


206. Il peut arriver que 


m jui Vas _ traire après que x a dépassé 

y/ < cette valeur, ou vice vers. 

M Alors la courbe, convexe ou 

Ae concave à gauche du point 
E M, devient concave ou con- 
SA > = vexe vers l’axe des abscisses 
/ à droite de ce point. On dit 


alors que la courbe a une inflexion au point M, qui est 
dit un point d'inflexion. Ces points remarquables s’ob- 
tiennent en cherchant les valeurs de x et de y, qui, ren- 


d? P 2 X 
dant z nulle ou infinie, lui font en même temps chan- 
ar 


ger de signe. 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 


THÉORÈMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES PLANES. 


207 à 209. DIFFÉRENTIELLE DE L'AIRE D UNE COURBE 
Fig. 19. PLANE. — Soit CAMP =u: 


du = y dz. 


Au cas des axes obliques, en 
appelant 8 l’angle des axes, 


du = y dx sin 9. 


210. Des AIRES CONSIDÉRÉES COMME LIMITES D'UNE 


SOMME DE PARALLÉLOGRAMMES. — Dans le cas des axes 
rectangulaires, la surface ABDC est la limite d’une 
Fig. 20. 


somme de rectangles intérieurs, 
formés en menant par les points 
C, E, F,..., M, M', etc., pris 
sur la courbe, des parallèles à 
Ox dont chacune soit terminée 
à l’ordonnée du point suivant 
(l'un de ces rectangles serait, par exemple, MIP’P), 
et l’on suppose que ces points se rapprochent indéfini- 
ment les uns des autres, en même temps que leur nombre 
augmente sans limite. 

Si l’on mène, par chacun des points considérés sur la 
courbe, des parallèles à Ox, terminées aux ordonnées des 
points précédents, on formera des rectangles extérieurs 
analogues à PKM’ P’. 


u est aussi la limite de la somme de ces rectangles. 


211. APPLICATION. 


F: = ap 
2 
u= >= Try; 
3 y ; 
212. DIFFÉRENTIELLE D'UN ARC PE COURBE, — On ne 
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peut se faire une idée nette et précise de la longueur 
d’une courbe qu'en nommant ainsi la limite vers laquelle 
tend le périmètre d’une ligne brisée inscrite dans cette 
courbe, lorsque ses côtés sont de plus en plus petits, et 
que leur nombre croît jusqu’à l'infini. Ce périmètre a 
réellement une limite déterminée dans tous les cas. 


213. k 
arc CM =s, ds =\dæ + dy’. 


214. LIMITE DU RAPPORT DE L'ARC A SA CORDE. — 
NOUVEAUX THÉORÈMES SUR LES ARCS CONSIDÉRÉS COMME 
LIMITES DE POLYGONES. — La limite du rapport d'un 
arc quelconque à sa corde est l'unité. 


215. Si cef...d est un contour polygonal d’un même 
Fig. 24. 


nombre de côtés que le contour 
CEF...D; si, à mesure que les 
sommets C, E, F,..., se rap- 
prochent de plus en plus, les 
côtés ce, ef, etc., tendent de 
plus en plus à devenir égaux 
aux côtés correspondants CE, EF, etc., en même temps 
que le nombre de ces côtés va en augmentant jusqu’à 
l'infini, le contour polygonal cef. ..d aura même limite 


que le contour CEF...D, c’est-à-dire la longueur de 
l'arc CD. 


216. Si l’on mène entre les deux ordonnées extrèmes 
CA, DB un nombre indéfini de parallèles à l'axe des y, 
puis que l’on inscrive entre ces parallèles d’autres lignes 
droites, tangentes à la courbe, la somme de ces dernières 
tend vers une limite qui est encore la longueur de la 
courbe donnée, mème quand elles ne forment pas une 
ligne brisée continue, 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 


DES COURBES PLANES RAPPORTÉES A DES COORDONNÉES POLAIRES. 


217, 218. DÉTERMINATION DE LA TANGENTE. — Soient O 

. Fig. 25. le pôle, OL l'axe polaire, et 
M'MC une courbe, dont l'équa- 
tion soit f (r,8) =o. Pour me- 
ner la tangente MT à cette 
courbe par le point M, il suffit 
de connaître l'angle OMT = y. 


On a REA 


d 

dr ` rd0 
cosp = ©) SIn u = — + 
Var? + r°d8? dr + rido 


9219. LONGUEUR DES LIGNES NOMMÉES SOUS-TANGENTE, 
SOUS-NORMALE. 


$ r°d4 
Sres OT = dr 3 
dr 
S= ON — do 
220. DIFFÉRENTIELLE D'UN SECTEUR. — Considérons 


(fig. 25) un secteur POM, compris entre deux rayons 
vecteurs OP et OM. Soit POM = u, on a 


du = = r'd0. 
2 
291. La différentielle du secteur POM est aussi égale 
PET 
= (xdy —ydx). 
299, 293. DIFFÉRENTIELLE D'UN ARC DE COURBE. 


ds = dr: + r°46;, 


À dr 
p x PT Eh a FT 
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224. Arpzicarions. — 1° Ellipse : 


P 
ER US 
1 + ecos 


1 -+ ecos 


tange = zino 


2° La spirale d’ Archimède, 


r= 46, 
tangu = 6, 

B= a0 

S, = a, 


3° La spirale hyperbolique, ainsi nommée parce que 

son équation 
rô =a 

est analogue à celle de l'hyperbole xy = më. 


On a ensuite 
tangu = — 0, 


S, = — a. 
4° La spirale logarithmique, 
r = ab. 


La tangente fait un angle constant avec le rayon 
vecteur qui passe par le point de contact. 

L'extrémité de la sous-tangente décrit une spirale 
égale à la première , mais située différemment. 

L'extrémité de la normale décrit aussi une spirale égale 


à la première. 


295, 296. Des COORDONNÉES BIPOLAIRES. — Dans ce 
système de coordonnées, on détermine la position d’un 
point sur un plan, par ses distances r etz” à deux points 


fixes A et B. 
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Soit f(r, 7’) = 0 l'équation de la courbe CM. Soient 
Fig. 32. 


AM=T BAS; 
AMT—x, BMT—6. 


On aura 


ce qui détermine la tangente. 


DIX-NEUVIÈME LEÇON. 


THÉORIE DU CONTACT DES COURBES PLANES. 


227, 228. CONTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES 
PLANES. — Soient deux courbes CMN, C'M'N'ayant pour 
équations 

y =Sf(2); r'= (x), 
y et y’ étant des fonctions explicites ou implicites de x. 

Supposons que 


ay dy. de alr dy AY ards y 
=I Te de de dx” dm dr? 


on dit que les deux courbes MN’ et MN ont un contact 
de l’ordre n. 

Par un point commun à deux courbes qui ont un 
contact de l’ordre n, on ne peut faire passer entre ces 
deux courbes aucune autre courbe ayant, avec l’une des 
deux proposées, un contact d’un ordre inférieur au n°". 


229, 230. L’ORDRE DU CONTACT EST INDÉPENDANT DU 
CHOIX DES AXES, pourvu que l'axe des ordonnées ne soit 
pas parallèle à la tangente commune aux deux courbes. 


231. CARACTÈRES GÉOMÉTRIQUES D'UN CONTACT D'ORDRE 
PAIR OU D'ORDRE IMPAIR. — Quand deux courbes ont 
entre elles un contact d'ordre imvnir, l’une des deux 
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embrasse l’autre, et deux courbes se traversent mutuelle- 
ment au point de contact, quand elles ont un contact 
d'ordre rar. | 


232, 233. Des COURBES OSCULATRICES. — Soit 
(1) HLY as b, Enan i0 


une équation renfermant z + 1 constantes arbitraires, 
a, b,c,..., et qui, suivant les valeurs attribuées à ces 
constantes, convient à une infinité de courbes différentes. 
On peut disposer des indéterminées a, b, c,..., de ma- 
nière que la courbe (1) ait nn contact d’un ordre déter- 
miné, du n°" au plus, en un point donné d’une courbe 
donnée par l’équation 


(2) x =f (z). 


Quand on détermine les constantes a, b, c, etc., de 
manière à obtenir le contact de l’ordre le plus élevé pos- 
sible, on dit que parmi toutes les courbes de même espèce 
représentées par l'équation (1) celle qui répond à ces va- 
leurs des constantes est osculatrice à la courbe y =f (x). 


234. Du CERCLE oscuLareur. —— Soit en coordonnées 
rectangulaires 


=F te) 


l'équation d’une courbe : le cercle osculateur aura avec 
la courbe donnée un contact du second ordre. Soit 


(Ge —E) + (y — a) =? 


l'équation de ce cercle : on aura pour déterminer £, n, p 
les trois équations 


(=—} + (y — n) =p, 


3 d 
EEIE PIN 


dy’ Di 
te (ya mo: 
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On tire de ces équations : 


235. Il faut prendre le signe + ou le signe — sui- 
vant que SA est >o ou <o. 


Le centre du cercle oscalateur est toujours dans la con- 
cavité de la courbe. 

La droite qui unit le point de contact au centre du 
cercle osculateur, est perpendiculaire à la tangente com- 
mune. 

Le cercle osculatcur traverse la courbe, excepté en 
certains points particuliers où le contact est d’un ordre 
supérieur au second. 

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de cour- 
bure; son centre et son rayon centre et rayon de cour- 
bure. 


236. Dans toute section conique, le rayon de cour- 
bure est égal au cube de la normale, divisé par le carré 
du demi-paramètre. 


VINGTIÈME LEÇON. 


DÉVELOPPÉES ET ENVELOPPES DE COURBES PLANES. 


937. DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES. — Nous avons 
vu que les coordonnées £ et x du centre de courbure 
correspondent au point M de la courbe CM. 

Les centres de courbure d’une courbe CM forment une 
nouvelle courbe FF’ que l’on appelle la développée de” 
la courbe CM, et celle-ci est appelée la développante de 
FF’. On aura l'équation de la développée en éliminant x 
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et y entre les équations 


d 

(1) z—ě+ (y —n) F= 0, 
dy? d? 

(2) us F0) TS 9; 


et l'équation 
(3) Fle, x) =0 
de la courbe donnée. 


938. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALFS DE LA DÉVELOPPÉE. — 
Les normales à la courbe CM touchent la développée 
aux centres de courbure. 


939. La développée d'une courbe est le lieu des in- 


tersections SUCCESSIVES des normales à cette courbe. 


240. La différence entre deux rayons de courbure 
MK et M,K, est égale à l'arc K,K de la développée, 
compris entre les deux centres de courbure correspon- 
dants. 


2M. Imaginons un fil dont une partie soit enroulée 


Fig. 40. sur FK, et dont l’autre par- 
#0 tie, tendue suivant la tangente 

y MA \c K,M,, se termine en M, sur la 
f X courbe CM. Si l’on déroule ce 

| D fil en le tenant toujours tendu, 
Dr MONT ES Ai extrémité décrira la courbe 


242. Une même courbe FK a une infinité de déve- 
loppantes; pour les décrire il suffira d’allonger ou de 
diminuer le fil d'une quantité arbitraire. Toutes les dé- 
veloppantes ont les mêmes normales et les mêmes centres 
de courbure, et interceptent sur leurs normales com- 
munes des longueurs constantes. 


243. Si une courbe est algébrique, sa développée sera 
rectifiable. 


Déc iR-OT0: PI 


` 
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244. Rayon DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE LA PA- 
RABOLE, 


PAPE. 
Rayon de courbure : 
3 
pis GE): 
P 


Équation de la développée : 


245. RAYON DE COURBURE ET DÉYELOPPÉE DE L'EL- 


LIPSE, 
aty? + bat = ahb., 


Rayon de courbure : 
pi (b'a y?) 
prea | PAL 
ET c? e 
Si l’on pose, pour abréger, ——Ae z = B, on a, pour 


‘équation de la développée, 


2 + 2 
E 3 n 3 
= =) =Ê 
a piur 
246. RAYON DE COURBURE ET DÉVELOPPÉE DE L'HYPER- 
BOLE. — Rayon de courbure : 


3 
(bet ay)? 
RUE PL 


Équation de la développée : 


2 
en posant c° = a° + b, == Aaz = B. 
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247. ENVELOPPE D'UNE COURBE MOBILE. — Quand une 

courbe se meut sur un plan, en changeant de forme sui- 

vant une loi déterminée, elle est en général constamment 

tangente à une courbe fixe qu’on nomme son enveloppe. 

On peut supposer que la courbe mobile est représentée 
par une équation 


(1) Elzy A= 0 
dans laquelle c est un paramètre que l’on fait varier d’une 


manière continue. 


Si entre les équations 
dF 
F(z, y, c) =0, — =0 
(x,9, c) EE 7 
on élimine c, on aura Že lieu des intersections successives 
des courbes représentées par l'équation (1) ou l'enveloppe 


cherchée. 


VINGT ET UNIÈME LEÇON. 


ÉTUDE PARTICULIÈRE DE LA CYCLOÏDE. 


248. DÉFINITION ET ÉQUATION DE LA CYCLOÏDE. — La 
cycloïde est le lieu des positions d’un point M donné sur 
un cercle qui roule sans glisser sur une droite indéfinie 
Az. 

Équation de la eycloïde : 


Fig. 44. a—y 
T = A arc cos 


F V2ar — 7". 
Le signe supérieur con- 
vient à l'arc AC, et le 
signe inférieur à l'arc 


—— CA. 


249, 250. TANGENTE ET NORMALE. 


dy _N2ar — 7° 


dx Y N^ 
I. 2° éditions 3r A K 
Paa ga~ 
xí , 
A Ÿ so 
A" 
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MH est la normale au point M, et MG, perpendiculaire 
à MH, est la tangente en ce point. 

Supposons le cercle CmD décrit sur l’ordonnée masi- 
mum comme diamètre; menons Mm parallèle à Ax : 
une parallèle à Cm, menée par le point M, sera la tan- 
gente cherchée. 


251. RAYON ET CENTRE DU CERCLE OSCULATEUR. — Le 
rayon de courbure est double de MH; on aura le centre 


de courbure en prenant sur la direction de MH un point N 
tel que MN = 2 MH. 


252, 253. DÉVELOPPÉE DE LA cycLoïpe. — La déve- 
loppée de la cycloïde est engendrée par le mouvement 
d’un point N placé sur la circonférence d’un cercle égal au 
cercle OM, mais qui roulerait sur une parallèle LE à Az, 
au-dessous de cette droite, et à une distance de celle-ci 
égale au diamètre du cercle mobile. Cette développée est 
donc une cycloïde égale à la première. 


254, 255. LONGUEUR D'UN ARC DE CYCLOÏDE. 


256. L'arc entier de la cycloïde est égal à quatre 
Jois le diamètre du cercle générateur. 


VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 


COURBURE DES COURBES PLANES. 


257. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA 
VARIABLE INDÉPENDANTE EST QUELCONQUE. 


_ (d#+dp) 
~ drd?y — dy dx 
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958. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDON- 
NÉES POLAIRES. 


dë 
EN R AE 
d9” da? 
259. Soit 
r= s 
u 
on aura 


260. Exewezes. 1° Courbes du second degré : 


2 P 
— r+ ecos) 


3 
(1+ 2e cos0 + e)? 
(+e cos} 


gp =P 


2° Spirale logarithmique, r = ac"? : 


p= ry i+ m’. 


L'extrémité de la sous-normale est le centre de courbure. 
La développée est une spirale logarithmique égale à 
la première, mais différemment placée. 


261. DE LA COURBURE DES COURBES PLANES. — La cour- 
bure d’une circonférence, la même en tous ses points, a 
1 
5: 

La courbure d'un cercle est égale à langle de deux 
tangentes divisé par larc compris entre les points de 
contact. 


pour mesure 


262. On appelle angle de contingence l'angle formé 
par les tangentes menées aux extrémités d'un are infini- 
31: 
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ment petit. La courbure d'une courbe est éale à l'angle 
de contingence divisé par la différentielle de l'arc. 


263 à 265. IDENTITÉ DU CERCLE DE COURBURE ET DU 
CERCLE OSCULATEUR. — Le cercle de courbure est le même 
que le cercle osculateur, déterminé par le théorie des 
contacts. 


266, 267. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN 
COORDONNÉES POLAIRES,. 


VINGT-TROISIÈME LEÇON. 


DES COURBES A DOUBLE COURBURE. 


268. EQUATIONS DE LA TANGENTE. — On appelle 
courbes à double courbure celles dont tous les points ne 
sont pas dans un même plan. 


269. Équations de la tangente menée à une courbe par 
un point M : 


È dy dz 
(a) Y—y=F(X-s) 2—3= (x 2), 
Y — = 220) 


270. Si f(x, y, z) = 0, 9 (x, y, z) = o sont les équa- 
tions de la courbe, la tangente a encore pour équations 


af df 


dd, 3 8 
(b bte Da AA i mt 

de dy de € 

(T-a) Rao 
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271. ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES. — Sup- 
posons maintenant que les axes soient rectangulaires, et 
nommons z, 6 et y les angles formés par la tangente avec 
les trois axes coordonnés Ox, Oy et Oz. 
Si larc infiniment petit MM’ est désigné par ds, on 
aura 
dz 


dx dy 
(d) cosa = Fp? cosê = 7p’ cosy = + 


272, 273. PLAN NORMAL. 
(e) (X— z)dz+(Y—y)dy + (Z—z)dz =o. 


274, 275. DIFFÉRENTIELLE DE L'ARC D'UNE COURBE A 
DOUBLE COURBURE. 


ds = yd? + dy’ + dz. 


276. LIMITE DU RAPPORT D'UN ARC A SA CORDE. — 
La limite du rapport d'un arc à sa corde est l'unité. 


VINGT-QUATRIÈME LEÇON. 


DES SURFACES COURBES ET DES LIGNES A DOUBLE COURBURE. 


277. EQUATION pu PLAN TANGENT. — Soit une surface 
représentée par l'équation 


(1) AC E E E 
Plan tangent de la surface au point M : 
o E af s aMi = 
(3) De) ee CM EN nE a 


278. EQUATIONS DE LA NORMALE. 


| Er AL, a en rm 

(e) Hal ne À 
dx dy dz 
dz dz 

279. E 
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Equation du plan tangent : 


Z—z=p(X—z)+q4(Y— y). 
Équations de la normale : 
X—z+p(Z—z)=0, 
Y—r+g(Z—2)=0. 


280. æ, f, y, angles que la normale fait avec les axes : 


I 
AL — 1? , cosB—— 1 , OS) =- 
VP+q’+ 1 VP+q +1 VP+ g’ +1 


281. DEGRÉ DE L'ÉQUATION DU PLAN TANGENT, PAR 
RAPPORT AUX COORDONNÉES DU POINT DE CONTACT. — L'é- 
quation du plan tangent est du degré m — 1 par rapport 
aux coordonnées du point de contact. 


282. PROBLÈMES RELATIFS AU PLAN TANGEDT. — Mener 
par un point (a, b, c) un plan tangent à une surface. 


(1) fiz, Y37)=0, 
df df df x 
(2) a e a AE LE 0. 


Problème indéterminé. Les droites qui joignent le point 
(a, b, c) aux différents points de contact forment un cône 
circonscrit à la surface, dont on obtiendra l'équation en 
éliminant x, y, z entre les équations (1), (2) et les sui- 
vantes : 

(3) Are NRA Es 


ZX Y—06 4-0 


Si la surface proposée est du deuxième degré, la courbe 
de contact sera plane. 


283. Mener un plan tangent à une surface et paral- 
lèle à une droite donnée. 


X=aZ, Y—4zZ, 


équations de la droite donnée, 
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d d d 
(4) a a + £ b+ = 
représente une surface qui passe par tous les points de 
contact, et avec l'équation (1) constitue la courbe de 
contact du cylindre circonserit dont les génératrices sont 
parallèles à la droite donnée. 

Si l'équation (1) est algébrique et du m°" degré, l'é- 
quation (4) sera du (m—1)"*" degré. Donc la courbe de 
contact d’un cylindre circonscrit à une surface du second 
degré est plane. 

On aura l'équation du cylindre circonscrit en élimi- 
nant x, y, z entre les équations (1), (4) et les suivantes : 


X—x—a(Z—z), Y—y—=b(Z —z). 


284. PLAN OSCULATEUR. — La tangente MT à la courbe 

Fig. 57. au point M et le point M’ dé- 
terminent un plan. On appelle 
plan osculateur la limite du 
plan MTM’, quand le point M’ 
vient se confondre avec le point 


M. 
285. Équation du plan oseu- 


(dyd?z — dzd?y) (X — x) 
+-(dzd?x — dxd?z)(Y — y) 
+ (dxd'y — dyd’x) (Z — z) = 0. 


286, 287. ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS 
COORDONNÉS, 


(a) ire cos mi cos» = 
D Ep » = D’ 


D? = (dyd*z — did'y} + (did?x — dxd’ z)’ 
+ (dxd?y —dyd’ z}, 


D= ds Vide’ + (d'y + (d'2)} — (d's), 
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= V(dsd'x — dzd’ s} + (dsd'y—dyd's) + (dsd?z—did's}, 


Cu)". far)’ 
D = ds ad Ey +2 HE # A 
ds ds \ ds 


288. Normare PRINCIPALE. — On appelle normale 
principale celle qui est située dans le plan osculateur. 
Equations de la normale principale : 


X—z _Y—y _ Z—:z 
HROS IA dr 


VINGT-CINQUIÈME LEÇON. 


COURBURE DES LIGNES DANS L'ESPACE. — HÉLICE. 
289. COURBURE DES LIGNES DANS L'ESPACE, — On nomme 
angle de contingence l'angle w que font les tangentes 


menées aux extrémités d’un arc MM’ qui devient infini- 
ment petit, et courbure au point M la limite vers la- 


quelle tend le rapport > quand As diminue indéfini- 


; ds s 
ment. L’inverse de la courbure, ou —, est dit le rayon 
o 


de courbure au point M. 


290. TE 
dr\* dy\? dz\ : 
pe M) ONE ON D 
291. 
> ds? 
p =S T 9 
y (Lz? + (d'y? + (d2) —(d?s) 
ds 


p= 


V(dyd 22 — dzd? y + {(dzd?x—drd°2) + (dad y— dyd'x) 
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292, Équation de la normale principale MN : 


at dy dz 

ds ds ds 

(a) X—z=Rp-7 Y JT =Bp TE? Z—2=Rp À ; 
293. CERCLE oscuLAreuR. — Si, par le milieu de la 
Fig: 59. corde MM’, on mène un plan 


perpendiculaire à cette corde et 
qui coupe la normale principale 
MN au point G, si le point M 
se rapproche du point M, le 
cercle deviendra à la limite ce 


qu'on nomme le cercle oscula- 
teur à la courbe au point M. 

Le rayon du cercle osculateur au point M est égal 
au rayon de courbure en ce point. Le point K est le 
centre de courbure ou le centre du cercle osculateur. 


294. L'intersection de la normale principale MN avec 
le plan normal à la courbe passant par le point M’ est 
encore, à la limite, le point K ou le centre de courbure. 


295. Le centre de courbure au point M est l’intersec- 
tion du plan osculateur en M avec deux plans normaux, 
l’un mené par le point M et l’autre par un point infini- 
ment voisin. 


Coordonnées £, n et ¢ du centre de courbure K : 


dx dy dz 
T a 17 1 
£ x ds #4 Hi Bi i ds 
Te D l == 0 = 3 D Q 
Re ds ? á E FF p ds 
296. ANGLE DE TORSION. — RAYON DE SECONDE COUR- 


sure. — Angle de deux plans osculateurs infiniment 
voisins : 
9= V{d cos) + (d cosy} + (dcos»}. 


Angles avec les axes de la perpendiculaire au plan 
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osculateur : 
dyd?z — dzd? 
PTE: L. z — did Y, 
D 
cosu — ZË 2 —drd’z 
Me : dl, 
dxd?y — dyd’ x 
GO ET — 


297. L'angle infiniment petit ọ, formé par deux plans 
osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et 
l'on appelle seconde courbure ou torsion le rapport de 
9 à ds. 

ds = 
On appelle r = — le rayon de la deuxième courbure 
? 
ou rayon de torsion. 


298. DÉFINITION Er ÉQUATIONS DE L'HÉLICE. — Lors- 

Fig. Go. qu'on enroule le plan d’un 
angle cab = x sur un cy- 
lindre droit OABL, à base 
circulaire, de manière que 
le côté ab vienne s'appli- 
quer exactement sur la cir- 
conférence AB, la courbe 
suivant laquelle s'enroule 
le côté ac se nomme une 


hélice. 


299. Nommons m la tangente de l’angle g, u l'angle 
AOP et R le rayon du cylindre. Nous aurons 


(a) æv = Rcosu, y= R sinu, z:=mRu. 


Equations de l’hélice : 


z RE 
shoes: J =Rsine 


300. TANGENTE À L'HÉLICE. 
dx = — Rsinudu, dy = R cosudu, dz — mRdu, 


M E Ryiı + mdu; 
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on a donc 


dr —sina dy cos u dz m 
— SE —— + 
ds. V1+m ds [i+ r ds itm 


La tangente MT fait avec le plan de la base du cy- 
lindre un angle égal à l'angle a. 

La projection de la tangente à l’hélice sur le plan xy 
est tangente au point P à la base du cylindre. 


301. RAYON ET CENTRE DE COURBURE. — Rayon de 
courbure : 
p= R(1 <+ m°). 
Le rayon de courbure a la méme valeur pour tous 
les points de l'hélice. 


302. Le ragon de courbure est dirigé suivant le rayon 
du cylindre. Si l'on prend NK = m°R, K sera le centre 
de courbure de l'hélice pour le point M. 


303. La droite MN, lorsque le point M se meut sur 
l'hélice, décrit une surface conoïde appelée hélicoïde 
gauche. Equation de cette surface : 


z 
= z tang— : 
y ER 
Le lieu des centres de courbure de l’hélice est une 
autre hélice du même pas, mais située en sens inverse. 


304, 305. PLAN oscuLATEUR. — ANGLE ET RAYON DE 
TORSION. 


msinu(X — z) — m cosu (Y —y)+ Z — z: =0, 


9 m I 


ds — ir R 


La seconde courbure est constante. 
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VINGT-SIXIÈME LEÇON. 


POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 


306. DÉFINITION DES POINTS SINGULIERS DES COURBES 
PLANES. — PoinTs D'INFLEXION. — Points singuliers , 
points qui offrent quelque particularité remarquable, in- 
dépendante de la position de la courbe par rapport aux 
axes. 


307. Sinusoïde 
J = süz: 


Les points où la courbe rencontre l'axe des x sont des 
points d’inflexion. 


308. 
= tang x. 


Tous les points où la courbe rencontre Faxe des x sont 
des points d'inflexion. 


309. Points muLTIPLES. — On appelle point multiple 
un point qui est traversé par plusieurs branches d’une 
mème courbe. 

P 
y =¢(1) (r — a)(x— b), 


étant une fraction irréductible, dont le dénominateur 


Ssi 


q est pair. a 
Si l’on suppose a œb, le point qui a pour coordon- 
nées x = a, y = 9 (a) est un point double. 


310, 314. Équation de la courbe : 
f(z, y)= 0: 


Pour avoir les points multiples, il faudra commencer 
par chercher les points dont les coordonnées vérifient les 
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équations 


AARE. 
A , dy 5 
on aura 
RA EAE 
dx’ adrdy dx) d Nd] =: 
d? 2 
et si les trois coefficients Le ES et t Sne sont pas tous 


nuls, et que l'équation donne deux leurs réelles et dis- 


i d : ° 12: : 
tinctes de C le point considéré est un point double. 


Mais si trois branches de la courbe se rencontraient 
en ce point, il faudrait que l’on eùt en même temps 


Cf af > dfs 


da"? PTE d 


312. Points DE REBROUSSEMENT. — On appelle point 
de rebroussement un point où deux branches de courbe 
viennent s'arrêter, et où elles ont une tangente com- 
mune. 

Le rebroussement est dit de première ou de seconde 
espèce, suivant que les deux branches sont de deux côtés 
différents ou du même côté de la tangente qui leur est 
commune. 


313, 314. Si le rebroussement est de première espèce, 
2 


dy é LS $ 
7x à des signes différents sur les deux branches; si le 
T 


ý dy 
point de rebroussement est de seconde espèce, Ta le 


même signe sur les deux branches. 


315. Porxrts 1s01És. — On appelle point isolé ou con- 
jugué un point dont les coordonnées satisfont à l'équa- 
tion d’une courbe, sans qu'aucune branche de cette courbe 
passe par ce point. 


=+ (r —a) ys — b, 
a< b. 


Le point (x= a, y= 0) est un point isolé. 
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316. Poinrs p’anrèr. — On appelle point d'arrét un 
point où une branche unique d’une courbe vient brusque- 
ment s'arrêter. 


317. Soit la courbe y — Li L'origine est un point 


d'arrêt. ÿ 

318. Point saILLANT OU ANGULEUX. — Un point, où 
viennent se terminer deux branches de courbe qui ont 
chacune en ce point une tangente distincte, est dit un 
point anguleux ou point saillant. La courbe 


T 


i ra i 


ree 


a un point saillant à l'origine. 


VINGT-SEPTIÈME LEÇON. 


RÈGLES POUR L'INTÉGRATION DES FONCTIONS. 


320. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — Etant donnée une 
fonction d’une seule variable, on peut toujours la consi- 
dérer comme la dérivée d’une autre fonction. 


321. On appelle intégrale de f(x) dx et lon repré- 
sente par ff (x) dx une fonction dont la différentielle est 
f(x) dx. L'opération par laquelle on passe de la diffé- 
rentielle d’une fonction à cette fontion se nomme inté- 
gration. 

On a, par la définition même, 


dff(x)dx =f(x)de, Jdg(x) =g(x). 
322. L'intégrale générale de f(x) dx est 
p(x)+C, 


C étant une constante arbitraire et ọ(x) une fonction 
qui a pour dérivée f (x). n 
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323. INTÉGRATION D'UNE DIFFÉRENTIELLE MULTIPLIÉE 
PAR UN FACTEUR CONSTANT, 


fat f fide. 


324. INTÉGRATION IMMÉDIATE DE QUELQUES FONCTIONS 


SIMPLES, 
af 
fre = +C, 
n+Ii 


far +0, 


y 


feutre, 
la 
dx 
— =lr+cC, 
x 


f'eossur = ir +C, 


[sr = — coss + C, 
q t C 
= tang r 
J osz -binar 
l dx 


y = = — cotz +C. 
sin æ 


dx ey 
-= = arc sinz +C, 
Vi1—zx! 


La 


dx í 
Ps = — arc cost + C. 
1x 


dx : c 
= arc lang ‘ 
1 + x? see 


325. Dans ces formules, x peut être la variable indé- 
pendante ou une fonction quelconque de la variable indé- 
pendante. 


326. La formule 


a 


a+ 
“dx = ——— G 


v 
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devient illusoire quand on y fait n = — 1. Cependant un 
artifice de calcul permet de déduire de la formule la va- 


dx 
leur de [= 
5 Tr 
rt a 
fre SE Je! 
ü -+i 


Si lon fait n = — 1 dans le quotient des dérivées des 
deux termes par rapport à 7, on a 


f= 
£ 


327. INTÉGRATION D'UNE SOMME. — L'intégrale d’une 
somme de fonctions est la somme des intégrales des 
fonctions qui la composent. 


328 INTÉGRATION PAR PARTIES. 


fua = uv — feau. 


Cette formule ramène la recherche d’une intégrale 


f udv à celle d’une autre intégrale fi vdu. 


329. ĪNTÉGRATION PAR SUBSTITUTION. 


f Ji) de = faoa, 


dx 1 ; 2 ' 
Pa = — arc tang ———— + C. 


x 2? + Pz + q UE v J’ P 


a 


4 4 


Autre forme. Nommons g+ 6 ÿ—1 et 3—6y—1 les 
racines imaginaires de l'équation 


C++ pr + q—= 0. 


dr +. e Ta c 
Arpe e Egoa 
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VINGT-HUITIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


330. INTÉGRATION DES FRACTIONS RATIONNELIES. — 


Soit proposé d'intégrer la fraction 


F(x) dx 
AA 


F(x) et f(x} étant des fonctions algébriques entières 
de x. 

F(x) 

Fiz) 


g(æ) 


RE N 


La question est ramenée à intégrer la fraction rationnelle 
y (z)dx 
f(z) 


» où ọ (x) est d’un degré inférieur à celui de f(x). 


331. Cas DES RACINES SIMPLES. — Soit m le degré de 
l'équation 
F0; 
dont nous désignerons les m racines par a, b, c,.., A. 
On a identiquement 


g(z) _ A Di B 
Far Bar r ET 


en donnant aux constantes les valeurs finies et détermi- 
nées 


an OE E I A ES dé CAR 
ART EL E RS PA 
333. 
LT = Al(z —a)+B(z—6)+ 
I. 0e édition. 32 
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Si x—a était négative, il faudrait changer Al(x—a) en 
Al(a— x). 


334. CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGI- 
NArRES. — Considérons deux racines imaginaires conju- 
guées, 

a—œa+6 =i, b—a—6ÿ—1; 
on aura 
__ gfa+6ÿ—3) 


A = =|= G HV— 1, 
PS e AA 


PON I 22. 
et LL 


Jr) 
æ2— a z—b 


{x = 
= GI[(x— 4) +6] — 2 H arc tang (= g t) +c. 
335. 
Mz +N d 
ETET ITT da 
= Tr a) + eJ MAEN aretang LE + C. 


336 à 338. CAs DES RACINES MULTIPLES. 
f(z) =M (x —a) (x — bp (x ct. (x) =(x— af f(x). 
Soient A, A4, As, As... À,-1, 2 coefficients assujettis 
à vérifier l'identité 


p(z) XL A A, As Yz), 
fl) ep l aTa ita Alz) 


S 


Ÿ (x) étant un polynôme rationnel et entier par rapport 
à x. Si Pon multiplie cette équation par f(x) et que 
l'on développe (x) suivant les puissances de x — a, 
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on aura 


FM (a) 


1.2... N 


' fs (a) f® (a) 
äg [e (aire 122. sn ET s LA hfaa) 


A OR TE RES PS 


(a) — A 


1.3 +2) ‘1.2... (7+1) FLN 
LR no ms CCS Re COM MERE Se A AT 

a (a) _ | JU") (a) f- (a) | 
3 [AE A Ne HV PRET En TO | den) 
DR TRS CPR CN TE US CUT TT CR TS LT 
= (z — a) f(x) 


En égalant à zéro les coefficients de x — a, on aura 
n équations du premier degré, qui donneront pour Å, 
A;, As,..., Anı un système unique de valeurs finies et 
déterminées. On finira par obtenir le développement 


(zx) _ A A; zii q A, 
fla) (aay {api tr a 
B B, tT B; 
eb Ce e ap 
C E- Co 
Foch Go LE Ty 
ms «otre soso tels ee ie seine e Elo eee 
K 
TRE: 


expression qui; multipliée par dx, sera très-facile à 
intégrer. 

La décomposition précédente ne peut se faire que d’une 
seule manière. 


339. Cas PARTICULIER DES RACINES IMAGINAIRES MUL- 


TIPLES, — Soient æ + 6ÿ— 1 deux racines conjuguées de 
l'équation f(x) — o, et z leur degré de multiplicité. 
32. 
| y Eai 


Î x a F4 £ 
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Posons 
g(x) ____Az+B Aiz +B, 
Fa) ee) +67 aae 
Ax + B, Aniz +B  ÿ(x) 
Te—erreps t tH earte AE) 
On doit avoir l'identité . 


g(r)—(Az+B)f(z)—(Az+B,)[(z—a)+61f(x) 
— (Ar + B;)[(z — a} + EPA (+) 
— (Amiz + Bri) [(z — a} +8) (+) 
=[(z— a} +6] (x). 


Les constantes A, B, A,, B,, etc., doivent être choi- 
sies de manière que, pour x= g- y— 1, le premier 
membre devienne nul, ainsi que ses 7—1 premières 
dérivées. 

340. Le cas des racines imaginaires multiples con- 
duit à 


er (Ax+B)dr = JS MPa à (Aa +B)dr 
r>a tE) e FEF) aE 
Si lon pose 
(z—a}+ =t, 


on a, à une constante près, lorsque z est > 1, 


A(r—c)dz A 
(e> +e 21) a) + e 


et, lorsque n = 1, 


A(x — a)de 


(aa pE =21i[(z — a) +6]. 


BIBLIOTEKA, 


hp émis EÀ | 


DES MATIÈRES. ñor 
Soit x — a = z, d'où dx = dz; on a 


(Aa + B)dr __Aa+B dz : 
le ater ee GFF 
qui ramène à 
dz 
({t+z} 


341. On a 


E A ler z Ha fa dz 
Jr Ha} (2n—a2)(i+#)" 22) (+2) 
La recherche de fr rs y est ramenée à celle de 


f m on sera finalement conduit à la recherche 


de f; = qui est égale à arc tang z. 


342. On peut encore poser 


t = arc tangz : 


F ma F ="f cos” —?tdt. 


En développant cos*"-*# suivant les cosinus des mul- 
tiples de t, chaque terme, multiplié par dt, s'intègre très- 
facilement. 


il en résulte 


VINGT-NEUVIÈME LEÇON. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES. 


343. FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QUE DES IRRA- 
TIONNELLES MONÔMES. — Une fonction qui ne contient 
que des monômes irrationnels est toujours intégrable. 
Supposons que l'on veuille obtenir 


fe a) de 
DE 
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Si l’on fait x = t, on aura la fraction rationnelle 


(1 + e — t) 6de 
De 


344. On ramène au cas précédent toute fonction qui 
ne contient que des radicaux portant sur un même bi- 


nôme du premier degré. 


345. Foncrions QUI CONTIENNENT UN RADICAL DU 
SECOND DEGRÉ. — Supposons d’abord que le terme x°, 


sous le radical, soit précédé du signe +. On pose 


ya + br + t =z x; 


on aura 
ý taam 
AVE 22. 
+2 D PR ue Le 
b+2z 


(a + bz+2z)2dz 


m= b + 2z) 


La substitution de ces valeurs dans la fonction donnée 


la changera en une fonction rationnelle de z. 


346. On peut encore, quand a est >> o, poser 


ya + br} r= ya -+ azz; 
d'où 
4 22 Va —b 
=, 


T— 2 


T 


z ya — bz + Va 
12 3 f 


ya + ber r= 


ge (z? ya — bz + Va)2dz 


da Gorp 


347. EXEMPLES. 


>» ed. b Eesge f 
| = h rya br) +0. 
J Va+br+r \2 
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Quand b = o, cette formule devient 


ds =l(z+Va+rz)+c. 
a+ zx! 


(gz+hk)dz 
Va+bz+a 
b b rs 
= gVa+ bx Fa (a£) l (2e #va + br + F)+c. 


348. Intégration de f(x, Va + bx — x°)dx. 
Si a est > 0, . 
ya -+ br =z = ya +22, 


Al b—2zVa 


x , 

1 + 2° 
rm, Va+ b:—2 Va 
a+ bx— x M Fes lt 

pe a(z? Va — bz — ya) dz 
PF (1+ x} 


349. Troisième transformation qui permet d'intégrer 
f(x, Va +bztr)dz, 


quand les deux racines du trinôme a+ bx+zx* sont 
réelles. 

Supposons d’abord que le terme x° sous le radical ait 
le signe +; soient æ et 6 les racines de l'équation 


a+ br+a=o. 


Posons 
ya + br + r’ = (x — 2), 
il en résulte 
i 6— az 
us EN ? 
ter est UT JC 
Varhere = A}, 
eus 2(6 — a)zdz. 


(=P) 
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Quand le terme x° est précédé du signe —, on écrit 


a+bz — = |x —a)(6— x); 


par suile, 
PAR | 
T pa”? 
Mapes papes 104 ent 2 LA 
LS 
dr — 2 (2 — ê)zdz 
i e | 5 di 
350. 

BET AREA Eee. c 
Va+oze : rrea A € 


351. Les méthodes précédentes permettent d'intégrer 
une fonction rationnelle 


Se, Vz+a, Vr+ b) dz, 
qui contient des radicaux du deuxième degré portant sur 
denx binômes différents du premier degré. 


352. INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES BINÔMES. — 
Cas D'INTÉGRABILITÉ. — On appelle différentielles bi- 
nòmes celles qui sont de la forme 

z"(a + ba" dæ. 


On ne diminue pas la généralité de cette formule en 
supposant que m et n soient des nombres entiers et n >0. 
Quant à p, on doit le supposer fractionnaire. 


353. L'intégration pourra se faire si 


m +1 
n 


— un nombre entier. 


354. Autre caractère d’intégrabilité : 
S 


m +-1 


+ p = un nombre entier. 
n 
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355. RÉDUCTION DE L EXPOSANT DE T HORS DE LA 
PARENTHÈSE. 


y feu + bz” dx 


anlay br)p+H a(m—n+1) 


T aA E TEA R: 


Si m est positif et plus grand que z, en désignant par in 
le plus grand multiple de z qui soit inférieur à m, on sera 
ramené, après un nombre À de réductions, à l'intégrale 


fe + bx"}Pdz. 
356. RÉDUCTION DE L EXPOSANT DU BINÔME. 
fau + bz")? dx 
(B) 
at (a + ba”)P anp 
= ———— — q" pme x 
np + m +1 Fptm+i ENOR S 


Au moyen de cette formule, on ôtera successivement 
de p toutes les unités que contient cet exposant. 


357. L'emploi des formules (A) et (B) fera dépendre 
l'intégrale f. x" (a + bx")? dx, quand m et p sont posi- 
üfs, de l'intégrale plus simple 

j= (a + ba") dz, 
in étant le plus grand multiple de z, inférieur à /m, et k 


la partie entière de p. 


358. FORMULES DE RÉDUCTION DANS LE CAS OU LES 
EXPOSANTS 74 ET j SONT NÉGATIFS. 


pi fe PES V IAEN DRE 


(mu — i)a 


b ( aa 
E »(ap + n m Eua atn (a + ba") dx. 
(m —1)a 
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Par l'emploi répété de cette formule, l'intégrale cher- 
chée pourra être ramenée à la suivante : 


fs (a + bz") dr, 


dans Jaquelle in représente le plus grand multiple de z 
contenu dans m. 


359. 
| a e = CERN 
an(p—1) 


ka MHAIEEPNPR fe (a + LE a dx. 
an(p— 1) 


(D) 


Si p est © 1, en continuant la réduction, on finira 
par ramener cet exposant à ètre compris entre o et 1. 


360. Une différentielle de la forme 
(ax + bz)? dz 


peut se mettre sous la forme x+? (a+ bx)? dx, et 
devient ainsi une différentielle binôme. 


361. m impair, 


"dx qen Pa Cind) Lasti 424 (m —1) Are 
rper né HEE TLS TUE sn Vake. 
m pair, 


dx 
\ — x? 
-|5 (or — i)z iptay 
AE EAS e a 


PS CUS PME E EU 
Me Rte arc sinæ + C. 


ye 
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TRENTIÈME LECON. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


362. FONCTIONS QUI SE RAMÈNENT AUX FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. — Intégrales qui renferment sous le signe 


une fonction algébrique d'une transcendante, multi- 


pliée par la différentielle de cette transcendante : 


feed, free dr, fon 


363. InrécraLe pe z"Pdx, z étant une fonction trans- 
cendante de x. Posons 


dz d 
free, ILES RES. 


on a 


(A) fepde= Qu nne naise 


364. EXEMPLES. 


e -i (aZ (pr 0 dini > 
je 2) nn p r(a—1)...3 ai: Rte 


em n n(n—ı) q 

em da — | #— — z7 + ——— ra — | + C. 
m m m° 
fe sinz)" dx 


U 


= r|z"—n (n=) H n(n—i)(n—2)(n— 3)" —...] 
+ yic z [nz — n (ni) (n — 2) >+.. .]. 


f z” coszdz 


= sinz[z"— n (n—i) + n(n — 1) (rn — 2) (rn— 3) ——...] 
+ cosz[nz— — n (n —1) (n — 2)" >+.. .} 
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frtercosrde 27e) — f" (2) +f (z)—. x „J sinz 
+[f (2) =f" (2) +f (x)—...]cosz. 


: ed 
365. EXEMPLE. L. 


z Á aS ? edz 
n étant un nombre entier positif, dépend de | —. 


On ramène fi à fE 
(lz) le 


LL 
366. INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIONS EXPONEN- 
TIELLES ET TRIGONOMÉTRIQUES. 


2 e" (a cosbx + b sinbzx) 
fe AEE A A EA TH% 


frnssqee ea o, 
a+ b? 


367. Pour obtenir 


fee cosbzdz et fe- sin zdz, 


il suffit de remplacer, dans la seconde formule du 
n° 364, m par a + by —1, et d'égaler séparément les 
parties réelles et les parties imaginaires des deux mem- 
bres. 


368. On intègre 
S{sinx, cosx) dr, 
J désignant une fonction rationnelle, en posant 
L 
moge T= z3. 
Il en résulte 


J{sinz, cosx) dr =f ( 


22 1— 2 2dz 
— 9 — r E N, 
t4- I4? z? 


fonction rationnelle par rapport à z. 


http://rcin org 
f 


DES MATIÈRES. 309 


369. 


fs cos x dr = — goss +C. 


franer a SORT 
cosx 


dx 


————— =ltangz +C. 
Sın x COST 


[= runs + +0. 
J singz 2 


fes Vi cos = — 2 Va cos Le c 


a 


-= —0cos#, —— — sink. 
yatt a + b 


dx I z+k 
far Va +8 Fe UE 


dx 
asins + bcosx + c 
Suivant les cas, 
——— e PO CAR + Et 
Ve — D? — a Ve — b — a 
ou 
i (c — b)tangiz + a — Va + b — è 


ur aeae e G, 
Var + b — e (c — b) tangis + a + ya + b — e 


370. INTÉGRATION DES PRODUITS DE SINUS ET DE CO- 
SINUS. 
fsintar + b}sin(a’x + b')dx 


__sin[(a — a')z + b—b']  sin[(a +a)z+b+ b] 


2(a — a') 2(a+a') +O 


En général, il sera toujours possible d'intégrer un 


produit d’autant de sinus et de cosinus que l’on voudra, 
lorsque les arcs se présenteront sous la forme ax + b, 
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puisqu'on saura toujours transformer ce produit en une 
somme de sinus ou de cosinus. 


371. Pour déterminer 


fs xdr et fossas, 


quand z est un nombre entier positif, on développera 
sin”x et cos”x en fonction des sinus ou des cosinus des 
multiples de x. Ainsi, par exemple, comme 


sor i (sin 5x — 5sin3x + rosins ), 


on a 


fsorde = (- 3 085 se S cos3 z — tocos) + C. 


372. INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES DE LA FORME 
sin"zx cos" x dx. 


f sin"x cos” z dr 
( B ) FL 


sin"+! x cos"! x n— i : 
Berik EAST sin” x co~ x dx. 
m+n m+n 


Si n est un nombre entier positif, on sera conduit à 
l’une des deux intégrales f sin” x dx, ou f sin” x cosx dx, 
suivant que n est pair ou impair. 


373. La formule (B) devient illusoire quand m= — 7; 
mais, dans ce cas, 


(C) frange rar = PE — fumer. 


m — À 


374. 
firzcosrzas 
(D) A 
sin"—!zcos"+!x m— i 4 
— — + — sin"—?x cos" x dx. 
men m+n 
"i 


r 
- 


Rip ON oa 
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Cette formule sert à réduire l’exposant de sin x lorsque 
m est positif. 


375. 
cos” adt cos"+! x m—n—2 [cosx 
(E) — t — | ——— dx 
sin” x (m—1)sin"—x m—1 ) san"—x 


376. Si m est pair, 


osr $ m —1 . 
fs sd f — [sine — sin" x 
La m N m — 2 
+ I (users) sa A Le à Ent) CO 


(m—2)(m—4) 
(m—1)(m—3)...3.1 x 
(m—a)(m— 4). m 


et si m est impair, 


z m— i . 
sin™—' z + sin + ss 
m — 2 


(H) fs zur SES. : vd 


m (m — i)(m— 3)...2 


(m a)(m— k). i1 


TRENTE ET UNIÈME LEÇON. 


DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


377. Dérinrrions Er NOTATIONS. — Lorsque ọ (x) est 
une fonction de x, dont la différentielle est f{x) dr, 
(x) +C est nommée l'intégrale indéfinie de la différen- 
uelle f(x)dx. Ordinairement on fixe la valeur de la 
constante indéterminée C d’après la condition que l’inté- 
grale devienne nulle pour une valeur particulière a, at- 
tribuée à x. Dans cette hypothèse, C= —9 (a) et 


fra = g(x)— (a). 


L'expression 9 (b)— (a), représentée par la notation 
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(m—2)(m—4)...4.2 sin | 


+C. 


512 TABLE ANALYTIQUE 
b 
j; f(x)dx, est dite intégrale définie, prise entre les 
a 


limites a et b, ou depuis x =a jusqu’à x = b. 


378. SIGNIFICATION GÉOMÉTRIQUE DE L'INTÉGRALE DÉ- 
Fig. 73. FINIE. — La valeur de l'intégrale 


b 
f f(x)dx est la surface 


CABD, comprise entre la courbe 
y = f (x), l'axe Ox et les deux 
ordonnées fixes AC et BD. 


379. EXEMPLES D'INTÉGRALES DÉFINIES. 


æ dr = s S 72 + t positif 
es 
1 L 


REA) 


Pr nt E AAA T = 1)% 
fase ete 


380. INTÉGRALES DÉFINIES CONSIDÉRÉES COMME LIMITES 


b 
DE SOMMES. — L'intégrale définie É f(x)dx est la 


limite de la somme des valeurs infiniment petites de la 
différentielle f (x)dx, lorsque x varie, par degrés insen- 
sibles, depuis a jusqu’à b. 


381. REMARQUES SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 


[roue f Fide. 


382. Si c est une valeur de x comprise entre a et b, 


on anra 
fred [rates f Slede 
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De même 


f az = [roues fra [rer P, fade. 


383. CALCUL APPROCHÉ D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. — 
Soit 4 (x) une fonction de x telle, que l'on ait ẹ (x) < f (x) 
pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b : : 


$ faits ji nyeler 


Si y(x) est une fonction de x telle, que lon ait 
x(x) > f(x), de x —a à x = b, on aura 


b b 
f f(x) de< | y(z)dx. 


384. EXEMPLE. 


3 
o5< f A <20%9236 5: 5: 
o Vi—# 


385. NOUVELLE DÉMONSTRATION DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 


TRENTE-DEUXIÈME LEÇON. 


SUITE DES INTÉGRALES DÉFINIES. — INTÉGRATION PAR LES SÉRIES. 
386. Des INTÉGRALES DÉFINIES DANS LESQUELLES LES 
b 
LIMITES DEVIENNENT INFINIES. — L'intégrale f f(x)dx, 
a 
lorsque l’une des limites, b par exemple, est infinie, f(x 
NP p'e; ; 
b . 
restant finie et continue, est la limite de | f(x) de, 
a 


quand & croît indéfiniment. Cette valeur peut être finie, 
infinie ou indéterminée. 
I, 2° édition. S 33 
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a o 
387. 1° si e= dr —1. 
o 
a 
2° L dr =. 
o 
3° > dx CER. 
SA t+ e 2c 


a 
dx 
4° i — = ©. 
æ 
a 
[e] 
ge $ cos dr. 
o 
On a , 
b 
$ cos x dx = sin b; 
o 


e 
aa cos x dx est indéterminée. 
o 


388. 


Jeja ©, 


x” 


& (x), fonction qui reste finie pour toutes les valeurs 
de x. 


y A À 
Sin> 1i, Pintégrale | J(x)dx a une valeur finie. 
Sin<1, 


b 
i< J (z)de > (b — pr), 
k 


Or, 1 — n étant positif, le second membre de cette inéga- 


. b 
lité devient infini pour b= œ: done f f(x) de, et 
k 


b 
par suite | f(x)dx, est infinie pour b = œ . 
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free. 
k 


La même remarque s'applique à l'intégrale 


b 
jj f(x)dx. 


389. INTÉGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS 


Ou sir = 1, 


LE siexe [reviens INFINIE ENTRE LES LIMITES DE L'IN- 


TÉGRATION OU A CES LIMITES. — Dans le cas où f(x) 


b 
devient infinie pour x = b f f(x)dx est la limite de 
b—: 
l'intégrale f f(x)dx, lorsque e décroit jusqu’à o. 


v b 
Si f (a) = œ f f(x)dx est la limite de | f(x)dx, 


quand £ décroît jusqu’à o. 
Si f(c) est infinie ou discontinue, c étant une quan- 
tité comprise entre a et b, on pose 


b —g b 
T Fa) de = im f fade + lim | S(x)dr, 
Es a cn 


quand £ et 7 décroissent jusqu’à o. 
390. Supposons f(b) = æ: soit 


r(z) “ 
2} 


fa)= 


n étant un nombre positif et r(x) une fonction qui ne 
devient pas infinie lorsqu'on fait x <b. 


b 
Si n est < of f(x)dx a une valeur finie. 
33. 
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Si l’on a n=>1 ou n = 1, l'intégrale proposée est in- 
finie. 


391. ExEMPLES. 


392. Des INTÉGRALES INDÉTERMINÉES. — L'intégrale 


a et b étant deux quantités positives quelconques, est 
indéterminée. 

393. INTÉGRATION PAR SÉRIES. — Si l’on peut exprimer 
f(x) par une série convergente 


Ff(x)=u+iut+u +... +u tr; 
on aura 


b b b b 
fi ude f mue + f udet... f Un dz +... 
a a a a 


b 
série convergente qui a pour somme J f(x)dx, et 
a 


x z x 
[rauf mar f urde +.... 
a a a 


394. Cette formule est encore vraie pour x = b, 
même si la série u; + us- us +..., convergente quand x 
est moindre que b, devient divergente pour x= b, 
pourvu que la dernière série soit encore convergente. 


395. En général, si la formule de Maclaurin donne 
pour f (x) une série convergente, 


x 


fiz) =f o+ af io) Z S" lo) "lo 


on aura 


E3 


S" (0) 4na 


ITS 


fred c+ato)+ Er 0+ 
396. ExemrLes. 
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TRENTE-TROISIÈME LEÇON. 
QUADRATURE DES AIRES PLANES. 
397. Formuzes cénénazes. — Soit CMD la courbe 


Fig. 78. dont l'équation en coordonnées 
rectangulaires est y = f (x), on a 


y ner, 

| M] b 

ERS AN | aire ABCD =f f(x) dx. 

/ | | a 
AE OL. Si les axes étaient obliques, 
on aurait, en appelant 8 l'angle 
PP 8 
des axes, 


b 
aire ABCD = sino f f(x)dx. 


b 
398. L'intégrale définie f f(x)dx représente la dif- 


férence entre la somme des segments situés au-dessus de 
laxe des x et la somme des segments situés au-dessous. 
399. Surface comprise entre les deux ordonnées CA, 
Fig. 80. MP, l'arc CM et larc C'M' 
d’une courbe ayant pour équa- 
tion 
r'= (x); 


x 
direct MM = f (y—y')dz. 


400. Exemrres. — Parabole quelconque 
Fig. 81. 
y" = pz", 


m et-n étant positifs. 
Ce résultat peut s'écrire 


n 


aire OMP = 


TY, 
m+n 7 
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La parabole partage le rectangle OPMQ dans le rapport 
constant de 7 : m. 


401. Réciproquement, il n’y a que les paraboles qui 
jouissent de cette propriété. 


402. Courbe du genre hyperbole donnée par l'équation 
Fig. 82. 


2 y"= p, 
m et n étant deux nombres en- 
tiers positifs. 


n>m, 
u— ACMP, OA—a, 


1 n — Im n—m 
Us 1 NT Pi ). 


n — m 


La surface ACGH tend vers une limite finie, à mesure 
que le point G se rapproche de plus en plus de l’asymp- 
tote Oy. Cette limite est dans la rapport constant de z 
à n— m avec le rectangle OPMQ = xy. 

403. Réciproquement, il n’y a que les courbes com- 
prises dans l'équation æ" y”=— p qui jouissent de cette 
propriété. 


404. Cercle : 
y+ z'—= a; 
Fig. 83. Considérons un segment quel- 
y conque COPM = u : 
c 
x ya? — z’ a? FR 
che OC ALL 
2 2 a 
0 PCA P On déduit de là 


secteur OCM — i arc CM. 
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405. Ellipse : 
a?y?+ br? = a? b?. 


Po à Soit w le segment OPMB, li- 


cl. mité à l’axe des y et à une or- 
donnée quelconque MP. 

NN Décrivons sur l’axe 24 comme 
diamètre une demi-circonfé- 
rence. 

Le segment elliptique et le 
segment circulaire, qu correspondent à la méme ab- 
scisse, sont entre eux dans le rapport constant de b à a. 

La surface de l’ellipse est moyenne proportionnelle 
entre les surfaces des deux cercles qui ont pour dia- 
mètres respectifs les axes de l’ellipse 


406. 


OBM b 
OCN a 


407. Hyperbole : 
+ Fig. 85. AT pe mr 
3) 


408. Comme dernière application, considérons la cy- 
cloïde AMD engendrée par le mouvement du cercle ANB 
roulant sur la droite BD. Prenons pour origine des coor- 

Fig. 86. données le sommet A, et pour 
ayes la normale et la tangente à 
la courbe en ce point. L’équa- 
tion différentielle de la cycloïde 
est alors 


dx = AVES 
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On aura donc 


“A y 
aireame= | va = f dy V2ay — y’. 
o o 


Menons MQ perpendiculaire à AB, et soit AQN le seg- 
ment déterminé par MQ dans le cercle ANB. En obser- 


vant que QN = V2ay — y*, nous avons 


y 
segm. AQN =f dy V2ay — y, 
0 
AMP — segm. ANQ. 


L'aire comprise entre la cycloïde et sa base est égale 
à trois fois laire du cercle générateur. 


409. QUADRATURE DES COURBES RAPPORTÉES À DES COOR- 


Fig. 87. DONNÉES POLAIRES. — Si u dé- 
a signe l’aire du secteur COM, 
PEN on aura 
AF 
eaa 1I 
Z — => fre 


cette intégrale ayant pour limites les valeurs de 9 qui cor- 
respondent aux points C et M. 


MO. Spirale logarithmique : 
Fig. 88. 


r= ae"?, 


Posons OC = r’, on aura 


gubia (r — r”). 


4m 
A La quadrature des aires curvilignes est quelque- 


La 
A 


r 


F 
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fois rendue plus facile par l'emploi des coordonnées po- 
laires. 


Fig. 89. 
y 


Exemple, la courbe qui a pour 
équation - 


x +y — azry = 0, 


courbe connue sous le nom de 
folium de Descartes. 


TRENTE-QUATRIÈME LEÇON. 
RECTIFICATION DES COURBES PLANES. 


A2. FORMULE GÉNÉRALE. 


fesse 


M3. RECTIFICATION DE LA PARABOLE. — Parabole 
J = 2PZT, 
R AAT RA (2 + HER). 
2p 2 p 
414. RECTIFICATION DE L'ELLIPSE. — Arc d’ellipse BM 


(fig. 84, p- 519), compté à partir du sommet B du petit 
axe : 


? a 
ET: k dą \1— e sin?’g. 


vo 
MS. 
eia desin’e anse dy sin'ọ 
2 24 
Ja. 1:50 


RTE de sing —... 
416 à M8. Quart de l’ellipse : 
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M9. RECTIFICATION DE L'HYPERBOLE. — Hyperbole : 
ay? + br = — a? p, 
1 1 c0s’ọ 


DS 14 a [? 24 a F 
A AT 260 À Liens cosg mE 


2.4.6 et 


Il reste à intégrer des expressions de la forme cos"od®, 
m pair, en faisant [ formule (F) du n° 375 ] x = > — 9. 


420. RECTIFICATION DE LA CYCLOÏDE. — On retrouve 
les résultats du n° 254. 


TRENTE-CINQUIÈME LEÇON. 


CUBATURE DES SOLIDES. 


421. CUBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. — Soit V 

Fig. 91. le volume engendré par la 
révolution de laire plane 
CAMP tournant autour de 
laxe Ox: 


e n f yaz. 


422. Volume engendré par laire CMM’C’, en dési- 


Fig. 92. gnant MP par y et M'P 
í par y’, 
ES 
| 71 
ë v=r ftp"). 
0] à Fr +7 


423. CUBATURE DE L'ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION. — 
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Soit V le volume engendré par la révolution d’une por- 
Fig. 93. tion AMP d’ellipse tournant 


y autour du grand axe : 


M 
2 3\ 
' v=% (ar). 
LNN a? 3 
P Z 


Volume de l’ellipsoïde entier : 


A 


= À ra. 


Volume engendré par la demi-ellipse tournant autour 
du petit axe : 
= : rab. 


424. VOLUME ENGENDRÉ PAR LA RÉVOLUTION D'UNE 
cycLoïne.— Solide engendré par le segment AMP ( fig. 86, 
p- 519), tournant autour de Ax. 


V= 7 a segm AQN — 5l(2ay— y’). 


425. VOLUMES QUI PEUVENT S OBTENIR PAR UNE SEULE 
INTÉGRATION. — On peut, par une seule intégration, ob- 
tenir le volume d’un corps lorsque l'aire de la section 
faite dans ce corps par un plan parallèle au plan yOz est 
fonction de la distance de ces deux plans. 

Axes rectangulaires : soit u la section faite dans le 
corps par un plan P parallèle au plan yOz. 

Le volume compris entre deux plans parallèles à yO z 
menés à des distances a et b s’obtiendra par la formule 


. b = 
v=f udzx. 
a 


426. Axes obliques : À étant langle que font les plans 
de section avec laxe Ox, 


V= sin) f udr. 
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427. Cône à base quelconque. 


428. Ellipsoïde rapporté à ses axes principaux : 


Volume entier de l’ellipsoïde : 


á 


3 rabc. 


429. Ellipsoïde rapporté à trois diamètres conjugués 
obliques : 


de z’ 
PR "EUR a 


a? EAE] 


z b'c sinb sin) ( 23° 
V = — | a” ) 
Ellipsoïde entier : 
fra b'c' sin9 sin. 


430. Tous les parallélipipèdes construits sur les dia- 
mètres conjugués d’un ellipsoïde sont équivalents au pa- 
rallélipipède rectangle construit sur les axes. 

431. VOLUMES TERMINÉS PAR DIVERSES SURFACES. — 

Fig. 98. Une surface quelconque 
CDEF 
E(t) =o; 
deux plans parallèles à y Oz, 
=  menésauxdistancesOA—a, 
OB— b; deux cylindres 


droits 


r=g{z), r=%(x); 
une seconde surface C D'E F' 
F,.(x, 7,2) =0: 


http://rcin.org.pl 


DES MATIÈRES. 525 


Volume CDEFC/D'E F'; 


b #4 (x) 
v=f de f (z — z) dy. 
a ọ (x) 


432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se rédui- 
sent à des plans parallèles à zO y, 


v= f d [fes 


433. 


volume compris entre une surface quelconque, le plan £y, 
deux cylindres parallèles à l'axe des z et deux plans paral- 
lèles au plan zOy. 


434. Volume d’un corps quelconque terminé de tous 
côtés par une surface dont l'équation F (x, y, z) =o est 
connue”. 

Imaginons un cylindre circonscrit à la surface, parallè- 

Fig. 99. lement à l’axe des z; 


p(z, y) =0 


représente la trace du cylindre 
sur le plan xy, courbe fermée; 
en la coupant par un plan paral- 
lèle à y Oz, on aura deux ordon- 
nées y = Q(x) et yı =Q (X). 

Si z= MP, z, = M’ P sont les deux valeurs de z tirées 
de l'équation de la surface, on aura pour le volume du 


corps 
b LA 
Sf de f (z — z )dy. 
a Y 
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TRENTE-SIXIÈME LECON. 
INTÉGRALES MULTIPLES. — AIRE DES SURFACES COURBES. 


435. Des iNrÉGRALES DOUBLES. — Toute expression où 
il entre deux intégrales relatives à des variables diffé- 
rentes est une intégrale double. 

Une intégrale double est définie lorsqu'on assigne les 
limites des deux intégrations. Elle est indéfinie dans le 
cas contraire, et on la représente alors simplement par 


ffia. 


436, 437. Une intégrale double rH dx he AS = est 


la limite de la somme de tous les produits AR la forme 
zAzx y entre les limites des deux i intégrations. 


438. InrécraLes TRIPLES. — Soit U= f(x, y, z) une 
fonction de trois variables indépendantes x, yss = 


b y(x) F(z, y) 
r fi a f a f U dz. 
a p (7) f(x, y) 


Cette expression se nomme intégrale triple; on la repré- 


sente aussi par 
Jf foara. 
On a 
b y(r) F(x,y) 
$ de f ar f Ud = imY Y Y (UAzAyAz). 
a ( 


p(z) f(z,y) 


439. THÉORÈME SUR L'ORDRE. DES INTÉGRATIONS. 


b b' b' b 
$ de [ es) f af (z — z) dr, 


440. DE L'AE DES SURFACES COURBES. — On appelle 
aire d’une surface courbe, terminée à un contour quel- 
conque, la limite vers laquelle tend l'aire d’une surface 
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polyédrique composée de faces planes, qui, en diminuant 
toutes indéfiniment, tendent à devenir tangentes à la sur- 
face considérée. 

La surface polyédrique a une limite. 


AM. A aire de la surface, p et q dérivées partielles 


iz AS ž . 
T et — tirées de l'équation de la surface, 


dr dy 
a= [fire + rasé. 


442. ÂIRE DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 


ar f ræ (ZY 
a 


En désignant par s un arc compté à partir d’un point 


fixe, on a 
x 
À = ar f yds. 
a 


443. SURFACE DE LA zone. — Zone engendrée par la 


Fig. 103. révolution de larc de cercle CD 
i tournant autour du diamètre 
OL. 
OA = a, 
OB = b, 


©] T a æ 


A = 27R (b—a) = 27r R X AB. 


444. SURFACE DE L'ELLIPSOÏDE DE RÉVOLUTION. — 


Fig. 104. Surface engendrée par la révolution de 
à larc BM, 
M 
| \ be a? a ex 
— it T a= x Z + Larcsin € )- 
2r ba ? 
445. … 27 b+ arcsine, 


surface totale de l’ellipsoïde. 
E 


: 
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446. a< b et ET (0 


bte a 
= a 5 ite + zt be Eue +C, 


surface totale de l’ A 
27b That ze (RE) ), 


a 


447. Si lon suppose e = o, on retrouve 4ra? pour la 
surface de la sphère. 


(*) Ou bien azita amnal [Ecen] 


: ERRATA: 


Page 9, avant-dernière ligne, au lieu de cocrdonnées, lisez 
ordonnées. 

Page 10, ligne 13, au lieu de KI, lisez KM. 

du dudy 


Page 25, ligne dernière, au licu de Fr = Si , 


Page 105, ligne 19, au lieu de 0 (1 — i lisez 9 (x — a). 
Page 120, ligne 10, au tieu de p = 2 ; ie p = 
Page 127, ligne 9, au lieu de 2", lisez 2", 

: 1 = du (2) 
Page 154, ligne 11, placer — devant CRAN Fh kj > 


Page 154, ligne 14, formule (3), méme ion: 
Page 163, ligne 17, au lieu de (c — x), lisez (c—x}. 


E 5 
Page 296, ligne 14, au lieu de =, lisez z 


FIN DU PREMIER VOLUME. 
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